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Resumen

A partir de la aparicidn en escena de laTeorfa de la Relativi-
dad Especial en 1905 podemos decir en palabras de Minkowski
que “el espacio que se mide y el tiempo que se mide sdlo tie-
nen sentido en el sistema de referencia en que se miden” y,en
consecuencia, los posibles valores que caractericen por ejemplo
el desplazamiento de un mévil o su velocidad o su aceleracion
en un sistema de referencia determinado, no tendrdn validez al
pretender utilizarlos en otro sistema de referencia que tenga al-
gun movimiento relativo respecto al primero. Hllo lleva implicito
que, para estudiar cualquier acontecimiento en el espacio o en el
tiempo o en ambos a la vez, debamos utilizar tantas ecuaciones
distintas como diferentes sean los sistemas de referencia en que
nos interese estudiarlo. El espacio-tiempo supera esta dificuttad
considerando que no deben determinarse los valores del espacio
por un lado y del tiempo por otro sino que deberfamos utilizar
una nueva variable s (el espacio-tiempo) y empleando esa nueva
variable, que implica ambos conceptos de forma inseparable, es
posible manejar una ecuacidn que resultard invariante para re-
presentar cualquier acontecimiento en los posibles sistemas de
referencia. Definir la nueva variable s, sus caracteristicas y formular
en el espacio-tiempo algunos conceptos muy cercanos en nues-
tras experiencias cotidianas es la pretension de este articulo.
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(Minkowski)

Space-Time, space contraction, time
expansion, own space, own time, own life, ageing.

From the moment the Theory of Special Relativity ap-
peared on the scene, using Minkowski’s words that “the
space that is measured and the time that is measured only
have meaning within the system of reference in which they
are measured”, in consequence we can say that the pos-
sible values which, for instance, characterize the displace-
ment, speed or acceleration of a mobile in a specific system
of reference, will not be valid when wanting to use them in
another system of reference which has a relative movement
in respect of the first one. This implies that, in order to study
any event in space or in time or in both at the same time,
as many different equations must be used as there are dif-
ferent systems of reference in which we wish to study it. The
space-time overcomes this difficulty by considering that the
values of space and time should not be taken separately
and instead a new variable s (space-time) should be used.
By handling this variable which implies both concepts at the
same time, it is possible to use an equation to represent any
event in all the possible systems of reference. To define this
new variable s and its characteristics, as well as to formulate
in space-time some neighbouring concepts from our daily
experience, is the purpose of his article.



Definicion

El espacio-tiempo es la identidad
geométrica de cuatro dimensiones de
las que tres son espaciales (x,¥,z) y una
temporal (t) y en la que, de acuerdo
con laTeorfa de la Relatividad, se desa-
rrollan todos los sucesos del Universo.

Después de la interpretacion relativis-
ta de la gravedad puede considerarse el
espacio-tiempo también como el tejido
(la estructura) que, ademads, soporta to-
do el comportamiento del Universo.

Introduccion

Hasta que Einstein en 1905 postu-
|6 su Teoria de la Relatividad Especial,
la mecdnica, para el estudio del mo-
vimiento de los cuerpos, se apoya-
da fundamentalmente en Galileo y en
Newton y aplicaba, con resultados apa-
rentemente irreprochables, ciertas le-
yes que sucesivamente se habfan veni-
do consolidando. En estas leyes siempre
se consideraba que tales movimientos
tenfan lugar en un espacio de tres di-
mensiones ortogonales (x, y, z) y a lo
largo de un tiempo de una sola dimen-
sidn (t) con el convencimiento, mas
o menos explicito, de que tanto este
tiempo como aquel espacio eran varia-
bles independientes y de que a ambas
se les podian asignar los valores deter-
minados por un observador cualquiera,
puesto que estos valores se presumian
vdlidos no sélo para el observador que
los hubiera medido sino también para
cualquier otro, que deseara utilizarlos,
independientemente del movimiento
relativo que pudiera haber entre cua-
lesquiera de dichos observadores. Eins-
tein, partiendo del hecho, ampliamente
constatado desde las experiencias de
Michelson-Morley, de que la velocidad
absoluta de la luz es independiente de
cual sea la velocidad del foco emisor
del que parta y del movimiento del ob-
servador que pretenda medirla, cues-
tiond la invariabilidad de los valores pa-
ra los intervalos en el tiempo vy para las
distancias en el espacio percibidos por
los distintos observadores y establecié
que el correcto estudio del movimien-
to de los cuerpos exigia pensar que:

a. Las leyes fisicas establecidas eran
efectivamente vdlidas para cualquier

observador, siempre que dicho obser-
vador se encontrara en reposo o se
moviera con movimiento rectilineo y
a velocidad constante. Ello equivalia a
decir que un observador; si estd com-
pletamente aislado del exterior, es in-
capaz de distinguir, aplicando cualquier
ley fisica, si estd en reposo o si se mue-
ve con movimiento rectilineo y a velo-
cidad constante.

b. A pesar de esta validez de las le-
yes fisicas para un observador que esté
en reposo o que se desplace con mo-
vimiento rectilineo y uniforme, surgia
una discrepancia importante a la ho-
ra de considerar los valores del tiem-
po empleado y del espacio recorrido
en un movimiento; ya que, tanto el va-
lor de los intervalos de tiempo medido
por los diferentes observadores como
el de las distancias constatadas por ca-
da uno de ellos, no son independientes
de su movimiento relativo, aunque és-
te sea rectilineo y uniforme. Ello quiere
decir que es preciso olvidarse de la vi-
sién tradicional del tiempo y del espa-
cio como estructuras rigidas del Uni-
verso sino que hay que tener en cuenta
que los valores de ambas magnitudes
dependen del movimiento relativo en-
tre el observador y lo observado.

¢. También puntualizé que dos obser-
vadores, que se mantengan en puntos
distintos de un sistema moviéndose to-
do él con cierta aceleracién no orto-
gonal a la direccién determinada por
los dos puntos en que se encuentren
los dos observadores, perciben con va-
lores diferentes tanto el tiempo como
el espacio correspondientes a un acon-
tecimiento cualquiera; ya que la acele-
racion del sistema hace que, durante el
pequefio tiempo que tarda la luz en lle-
gar de un observador al otro, la veloci-
dad relativa respecto al acontecimien-
to del segundo observador no coincida
con la velocidad relativa con que el pri-
mero de dichos observadores lo ha-
ya visto en un momento anterior. Por
ejemplo, si en una nave espacial hay
un observador en la parte delantera y
otro en la parte trasera, cada uno con
su reloj correspondiente, constatardn
que sus relojes no marchan al unisono
mientras la nave se acelere o se reten-

ga porque hay un cambio en la veloci-
dad de la nave desde que se registrd el
tiempo en uno de los relojes hasta que
se registra en el otro.

d. De la misma manera puso de ma-
nifiesto que la masa y la energfa no
son magnitudes independientes. Es-
tdn relacionadas como si la masa fue-
se una energfa altisimamente conden-
sada con un factor de condensacion
de gran valor (este valor estd deter
minado por la velocidad de la luz ele-
vada al cuadrado ¢ = 9.10'¢ m?¥/seg?).
Ello equivale a decir que la masa pue-
de transformarse en energia y ésta en
aquella con el resultado, por ejemplo,
de que una pequefia disminucién de
la cantidad de masa total en una reac-
cion nuclear de origen a una enorme
cantidad de energfa liberada. Un gra-
mo de masa equivale a 9.10" julios
de energfa.

e. ldénticamente también constatd
que la masa de un cuerpo es funcién
de su velocidad de tal manera que, si
su velocidad tendiera a la velocidad de
la luz, su masa tenderia a valer infinito.

f. Dedujo también como recopilacién
de las premisas anteriores la mds im-
portante de las ecuaciones formuladas
a lo largo de todo el siglo XX (la fa-
mosa ecuacion de Einstein E = m.c?).

A partir del Principio de Equivalen-
cia (no es posible distinguir si un cuer-
po se mueve con aceleracién constan-
te o si estd sometido a los efectos de
la gravedad o de otra fuerza exterior)
Einstein profundizé en su Teoria de la
Relatividad General poniendo de ma-
nifiesto que:

g. Un individuo en el interior de un as-
censor que descendiera con una ace-
leracion exactamente igual a g, si es-
td el individuo completamente aislado
del exterior, serd incapaz de distinguir
si el ascensor se mueve con dicha ace-
leracién o si estd en reposo y ha des-
aparecido, por arte de magia, la accién
de la gravedad (lo Unico que detecta es
que ha desaparecido totalmente la fuer-
za igual a su peso con que sus pies se
apoyaban sobre el suelo del ascensor).
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lgualmente, si subiera el ascensor con
una aceleracién de valor g no serd ca-
paz de distinguir si el ascensor sube con
dicha aceleracién o si estd en reposo y
el campo gravitatorio ha multiplicado
por 2 su valor (simplemente nota que
sus pies se apoyan, ahora, sobre el sue-
lo del ascensor con una fuerza de va-
lor 2 veces su propio peso). En tercer
lugar, y por seguir insistiendo en el mis-
mo ejemplo, si consiguiéramos median-
te alguna accidn exterior que nuestro
ascensor bajara con una aceleracién de
valor 2g nuestro ascensorista se senti-
rd incapacitado para saber si el ascen-
sor baja con dicha aceleracion o si estd
en reposo Yy el campo gravitatorio, con-
servando su valor, ha cambiado de sen-
tido (es ahora su cabeza la que se apo-
ya sobre el techo del ascensor con una
fuerza igual a su peso).

h. Supongamos, por un momento, que
nuestro amigo del ascensor se instala-
ra en el interior de un tubo cilindrico
de acero con los pies posando sobre
su fondo y su espalda apoyada contra
la pared lateral del cilindro y suponga-
mos también que éste comenzara a gi-
rar alrededor de su eje. Nuestro amigo
empezarfa a notar una presién sobre
su espalda v, si estuviera aislado del ex-
terior, llegarfa a dudar si estaba girando
solidariamente con el tubo o si esta-
ba en reposo y desde la pared interior
del mismo se aplicaba sobre su espalda
una fuerza de valor:

mo’r
Siendo:

m la masa de nuestro compafiero
en el experimento.

w la velocidad angular con que gira
al unisono con el tubo.

r el radio interior del mismo.

i. En los casos g estamos hablando de
cierta masa que, con frecuencia, se ha
considerado como masa gravitacio-
nal y en el ejemplo h de la masa que,
a veces, se ha llamado masa inercial
pudiendo constatar que ambas son la
misma cosa y que nunca ningln ex-
perimento serd capaz de distinguirlas
entre sf.
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j- Por otra parte sabemos, por geo-
metria elemental, que la relacién en-
tre el perimetro interior del tubo y su
radio vale:

=2n

Si una vez girando el tubo pudiése-
mos saber exactamente, por un lado
el valor percibido por nuestro amigo
instalado en el tubo para el perimetro
interior del mismo vy por otro el valor
para su radio, ambos valores serfan ta-
les que su relacién dejarfa de ser igual
a 2r. La razdn hay que buscarla en
que el radio del tubo, cuando gira, tie-
ne un movimiento relativo, respecto a
cuando estaba parado, ortogonal a di-
cho radio; mientras que, en el perime-
tro, la direccién del movimiento rela-
tivo, cuando gira, respecto a cuando
estaba parado, es tangente al cilindro
y, por lo tanto, coinciden en direccidn
el movimiento relativo y el espacio a
medir. LaTeoria de la Relatividad Espe-
cial nos descubre que, cuando existe
movimiento relativo entre dos espa-
cios, se produce, al comparar los valo-
res percibidos por un observador para
dichos espacios, una contraccion del
uno respecto al otro en la direccién
del movimiento relativo y dicha con-
traccién es nula en la direccién orto-
gonal a dicho movimiento relativo.

k. Por la equivalencia entre que un
sistema tenga un movimiento con
aceleracion constante o que el mis-
mo esté sometido a un campo gra-
vitatorio constante y uniforme, dos
relojes exactamente iguales, situados
uno en lo mds alto de una torre y
otro al pie de la misma, no marca-
rdn exactamente el mismo intervalo
de tiempo entre dos hechos concre-
tos; ya que, en la direccion determi-
nada por los dos puntos en que si-
tuamos ambos relojes, estd actuando
el campo gravitatorio terrestre y para
un observador aislado del exterior el
campo gravitatorio equivale a un mo-
vimiento acelerado.

Con todas estas matizaciones Eins-
tein puntualizé la manera como real-
mente se le presentan, a cada uno de

los posibles observadores, los valores
del espacio y del tiempo de cualquier
movimiento que se pretenda analizar
En este andlisis, la mecénica no puede
estudiar el movimiento de los cuer
pos en el espacio tridimensional ri-
gido de nuestros cldsicos en funcidn
del tiempo, medidos ambos por cual-
quier observador, sino que, por estar
interrelacionados el paso del tiempo,
el espacio recorrido y el movimien-
to del observador, es necesario utili-
zar una nueva entidad, funcién de las
tres dimensiones espaciales (X, ¥, z) y
de la dimensién temporal (t), cuyos
valores para cada observador serdn
funcién del movimiento en estudio y
del movimiento relativo entre el ob-
servador y aquello cuyo movimiento
trate de comprender; es decir, en un
medio de cuatro dimensiones (t, X, Y,
z) tal que en los valores de cada una
de estas cuatro dimensiones esté im-
plicito también el movimiento relati-
vo entre el sujeto que pretenda co-
nocer el movimiento vy el objeto cuyo
movimiento trate de analizar. En este
sentido, el tiempo viene a ser una di-
mension mds del Universo que, como
veremos al estudiar con mas rigor el
problema, siempre vendrda multiplica-
do por el valor constante de la velo-
cidad de la luz (c), lo que lleva consi-
go que el tiempo quede asimilado a
una variable espacial mas. Es evidente
que, segun esta asimilacion, | segundo
equivale a 3.108 metros.

De todo esto deducimos la ne-
cesaria existencia, como preconizd
Minkowski, de una nueva identidad
geométrica en la que, para cada uno
de los observadores, tienen lugar los
movimientos, identidad que vendrd
definida por un vector s tal que:

s = f(ct, %, y, 2)

que, desde Einstein, se conoce co-
mo espacio-tiempo. De la relacidn
distinta a 2 entre el perimetro y el
radio del tubo de acero, que aparece
en uno de los ejemplos anteriores, ya
inferimos, y como tendremos ocasion
de comprobar mds tarde, que este es-
pacio-tiempo es ciertamente distinto
al espacio plano de Euclides que esta-
mos acostumbrados a manejar.



Tampoco es extraio deducir; a par-
tir de estas matizaciones evidenciadas
por Einstein, que todo y también ca-
da uno de nosotros no sélo nos des-
plazamos en aquello que en la vida
normal llamamos espacio (las cosas y
también los individuos viajamos en el
sentido tradicional del término) sino
que también nos movemos en aquello
que en la vida normal llamamos tiem-
po (las cosas e idénticamente los indi-
viduos envejecemos). Es de observar
que ambos hechos (viajar y envejecer)
ocurren a la vez y en proporcion va-
riable segin la relacién entre la velo-
cidad a la que viajemos y la velocidad
de la luz de tal manera que, si vigjdra-
mos a la velocidad de la luz, nos des-
plazarfamos muchisimo; pero el trans-
currir de nuestro tiempo resultaria
nulo, nuestro tiempo propio serfa ce-
ro, no envejeceriamos. Esta es una de
las conclusiones que produjo mayor
asombro al divulgarse la Teoria de la
Relatividad Especial.

Es evidente que en el cambio que
en el vector s (en el espacio-tiempo)
represente un movimiento elemental
de cualquier mévil respecto a un ob-
servador cualquiera intervendrdn no
sélo los cambios elementales de las

coordenadas espaciales, que en el sen-
tido cldsico hemos venido consideran-
do (dx, dy, dz), sino también el cambio
elemental de la coordenada temporal
(cdt).

Algunas caracteristicas
del espacio-tiempo

Introduccion

Como ya hemos comentado, la
geometria en el espacio-tiempo es
ciertamente muy distinta a la geo-
metria plana de Euclides que nor
malmente utilizamos. En ésta si, a
titulo de ejemplo, tomdsemos una
linea horizontal (representativa del
tiempo) partiendo de un punto P,
y nos desplazdramos a lo largo de
ella durante 100 segundos, medidos
en un reloj situado a nivel del sue-
lo, llegarfamos a otro punto P,. Si le-
vantdsemos ahora desde este punto
a lo largo de una linea vertical (re-
presentativa del espacio) una longi-
tud de 100 metros, medidos por el
mismo observador, llegarfamos a un
nuevo punto P;. Si, como estamos
acostumbrados a pensar, el tiempo
y el espacio fueran independientes

entre s, y con los mismos valores
para los distintos observadores, lle-
garfamos al mismo punto P; levan-
tando inicialmente los 100 metros
desde P, y después desplazdndonos
|00 segundos segln una horizontal,
medidos en un reloj a 100 metros
de altura. Habrfamos conseguido un
rectdngulo perfecto.

Veamos que ocurriria ahora si rea-
lizdsemos el mismo proceso en el es-
pacio-tiempo alumbrado por la Teorfa
de la Relatividad Especial. Partiendo del
mismo punto P, nos desplazariamos,
como antes, durante |00 segundos a lo
largo de una linea horizontal y medidos
en el reloj del observador O, situado al
nivel del suelo, llegando, evidentemen-
te, al mismo punto P, del caso ante-
rior: Si ahora levantdsemos una verti-
cal por este punto de 100 metros de
longitud (también para el observador
O) llegariamos, como antes, al punto P5;
pero pensemos que, si comenzasemos
el experimento levantando una linea
de 100 metros para el observador O a
lo largo de la vertical partiendo de P,
llegariamos a un punto Q exactamen-
te a la misma altura de P5; pero si nos
desplazdsemos ahora 100 segundos
(contados por el reloj del observador
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o a 100 metros de altura) irfamos a un
punto Q, a la izquierda de P ya que
el reloj, a la altura de 100 metros, va
mas deprisa que el reloj de O al nivel
del suelo, como calcularemos mds tar-
de y como ya hemos comentado al ha-
blar de los dos relojes uno en lo alto
de una torre y otro al pie de la mis-
ma. No llegarfamos, por lo tanto, a ce-
rrar el paralelogramo que desedbamos
construir. Esto ocurre porque el espa-
cio-tiempo no se comporta como el
espacio plano euclidiano que estamos
acostumbrados a manejar.

El espacio-tiempo es curvo

Consideremos algunas diferencias
en el comportamiento de las figuras
geométricas en un plano y en una su-
perficie esférica (espacio curvo) citan-
do, a titulo de ejemplo, las siguientes:

a. En geometria plana los dngulos de
un tridngulo cualquiera siempre su-
man dos rectos. La suma de los dngu-
los de un tridngulo sobre una super-
ficie esférica puede variar desde dos
rectos (en un tridngulo formado por
dos meridianos muy préximos y un
paralelo que corte a ambos) hasta seis
rectos (en un tridngulo formado por
un meridiano y otro muy préximo a
él pero girado casi una vuelta comple-
ta —cuatro rectos— alrededor del polo
y un paralelo cortando a ambos me-
ridianos).

b. En geometria plana la distancia mi-
nima entre dos puntos Ay B es la lon-
gitud de la linea recta que pasa por A
y B. En geometria esférica la distancia
minima entre dichos puntos es la lon-
gitud del arco del circulo méximo que
pasa por Ay B.

¢. En geometria plana la relacién en-
tre la longitud de una circunferencia y
dos veces el valor de 1 es el radio de
dicha circunferencia. En geometria es-
férica el radio de la circunferencia que
corresponde a un paralelo es la lon-
gitud del arco del meridiano desde el
polo hasta un punto cualquiera de di-
cha circunferencia. La longitud de ese
radio es siempre mayor que el cocien-
te entre la longitud de la circunferen-
cia y dos veces el valor de .
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d. En geometria plana si, partiendo de
un punto A, vamos trazando sucesiva-
mente cuatro rectas perpendiculares
entre si de longitud L y girada cada
una respecto a la anterior siempre en
el mismo sentido formamos un cua-
drado perfecto de lado L y llegamos
de nuevo al punto A. En geometria es-
férica, si hacemos lo mismo a lo lar
go de cuatro circulos médximos mu-
tuamente perpendiculares entre sf, ni
obtenemos un cuadrado perfecto ni
llegamos de nuevo al mismo punto A.

Por analogfa entre las anomalfas ob-
servadas al comparar las diferencias
en el comportamiento de las figuras
geométricas en un espacio plano y en
una superficie esférica (espacio cur-
vo) con el comportamiento advertido
al relacionar dichas figuras en el espa-
cio-tiempo Y en un espacio plano de-
cimos que aquel es curvo.

Desarrollo matematico
del espacio-tiempo

Pretendemos encontrar la expresion
en que aparezcan unidos el espacio y
el tiempo dando origen a la unidad su-
perior (el espacio-tiempo) que, en el
sentir de Minkowski, serfa la Unica vdlida
para que distintos observadores, aun-
que tengan movimiento relativo entre
sf, puedan formular de idéntica mane-
ra el desarrollo de los acontecimientos
que tienen lugar en el Universo. Para
ello vamos a suponer dos observado-
res O vy o solidarios respectivamente a
los espacios E (de coordenadas X,Y,Z)
y e (de coordenadas X, Y, z) entre los
que exista un movimiento relativo; va-
mos a dotar a cada uno de estos dos
observadores de su correspondien-
te reloj Ry y r, Y vamos a pensar que,
tanto O en el espacio E como o en el
espacio e, puedan, cada uno desde su
atalaya correspondiente, contemplar la
evolucién de un determinado even-
to (por ejemplo la propagacién de la
luz). Es evidente que cualquier aconte-
cimiento se desarrollard, en el sentir de
cada observador,a lo largo de un reco-
rrido determinado en su espacio res-
pectivo y empleard para ello el tiem-
po registrado en su respectivo reloj
(es obvio pensar que, en determinados
acontecimientos concretos, tanto el

espacio como el tiempo, para alguno
de los observadores, pueden ser nulos).
Ya sabemos, por las matizaciones esta-
blecidas por Einstein, que ni los despla-
zamientos medidos por cada observa-
dor en su espacio correspondiente ni
los tiempos registrados en cada uno
de los dos relojes tendrdn los mismos
valores; puesto que suponemos movi-
miento relativo entre ellos.

Imaginemos el caso, al que siempre
recurrimos, de que tengamos un tren
que se mueva con movimiento rectili-
neo y uniforme respecto a cualquiera
de las estaciones de la via férrea por la
que circule y vamos a considerar co-
mo observador o un viajero sentado
en dicho tren y como observador O
el jefe de una de las estaciones, por las
que pase el tren, sentado en su des-
pacho. Es evidente que el observador
maévil se mueve respecto al fijo con
una velocidad rectilinea y uniforme de
valor:

dX +dY +dZ
V=

T [1]

siendo:

X,Y,Z los vectores que representen
la posicién del viajero o respecto al je-
fe de estacién O.

T el tiempo medido por el reloj del
citado jefe de estacidn.

Sabemos, desde la ya citada expe-
riencia de Michelson-Morley, que la
propagacién de la luz tiene las mismas
caracteristicas tanto si es juzgada des-
de O como si es vista desde o y va-
mMos a suponer que:

a. Desde un punto Og de la estacidn,
cuyas coordenadas respecto a O sean
X, Y5, Zs, emitimos, en el instante T,
un destello de luz que en el instante
T, por la igualdad de la velocidad de
la luz en cualquier direccidn, alcanza-
rd para O los puntos XY, Z; de una
esfera de radio C(T¢-Ts), siendo C la
velocidad de la luz en la estacién y en
todos sus alrededores (en el espacio
solidario al observador O). Por lo tanto,
podremos escribir:

(T -T) - (X -x.)

v {2z ) o



b. El observador o sentado en el tren,

verd que una luz se emite desde un
punto cuyas coordenadas para él son
X, Ys Z;, €N el instante de su reloj t, vy
alcanza en su instante t, los puntos de
una esfera X, Y., Z, de radio c(t.-t,) sa-
biendo que ¢ es la velocidad de la luz
vista desde el tren. Por lo tanto (en el
espacio solidario al observador o) ha
de cumplirse igualmente que:

cz(te - ts)2 —(xe - xs)2
-(v.-v) -(z-z) -0

Ahora bien, sabemos desde Michel-
son-Morley que, a pesar de que exista
movimiento relativo entre la estacion
y el tren, se cumple que:

C=c

Si ambos observadores asignan va-
lores cero a las coordenadas en su es-
pacio y al tiempo en que se inicia la
de partida del rayo de luz podremos
escribir que:

CT?-X?-Y*-2°= 2]
At 2 - yz _Z

Por lo tanto, y para el caso concre-
to del estudio de la propagacién de la
luz tanto analizada por el observador
O como estudiada por el observador
o, la igualdad anterior serd la interrela-
cién entre los valores de las dos cua-
ternas T, X,Y, Z y t, x, y, Z correspon-
dientes a las respectivas expresiones
del espacio-tiempo desde el punto de
vista del observador O o desde la dp-
tica del observador o.

Encontrar la interrelacion entre estas
ocho variables teniendo una sola ecua-
cién v las Unicas condiciones de cono-
cer el valor de la velocidad de la luz c y
el movimiento relativo V entre los dos
espacios E y e no es nada trivial.

Vamos a encontrar una solucién a
este problema particularizando al caso
en que la luz Unicamente se propagara
en la direccidn X, coincidente con la di-
reccién x y que la velocidad relativa V
entre los dos espacios E y e,ademds de
ser constante, fuera paralela a la direc-
cién de X'y de x. En este caso particu-
lar; la ecuacidn [2] se convertiria en:

XP-cT?*=x*-ct® [3]

A partir de esta ecuacién determine-
mos los valores de x y de t para el ob-
servador mdvil o en funcién de los valo-
res de Xy de T para el observador O,
determinacién que no es inmediata ya
que tenemos una sola ecuacién relacio-
nando cuatro variables; no obstante, te-
nemos otros dos datos (la constancia de
la velocidad ¢ de la luz y la condicién de
que entre los dos sistemas de ejes exista
una traslacion rectilinea, constante y pa-
ralela a los dos ejes X-x de valor V), que
nos permitirdn superar esta dificultad.

Después de realizar algunos cambios
de variables y de realizar una serie de
operaciones matematicas no muy difici-
les de desarrollar (el lector interesado
puede encontrarlas en un articulo ante-
rior mio en Anales de Mecdnica y Electri-
cidad —Aspectos Matemdticos de la Re-
latividad-) llegamos a establecer que:

y que:

(5]

Evidentemente, si sustituimos x y t
por sus valores en funcién de Xy de
T, obtenidos en elas ecuaciones 4 y 5,
la ecuacidn 3 se convierte, como de-
bfa suceder, en una identidad.

Estas relaciones resuelven el problema
que nos habfamos planteado v, a partir
de ellas, deduciremos facilmente la con-
traccion en las longitudes y la dilata-
cion en los tiempos apreciados por dos
observadores, que tengan entre si mo-
vimiento relativo rectilineo y uniforme
(ambas cosas las utilizaremos mds tarde
en un ejemplo concreto). En efecto:

a. Si dos puntos de coordenadas X, y
Xg para el observador O, estédn sepa-
rados la distancia:

L = XX
tales puntos estardn separados para
el observador o la distancia:

1= X, —Xg

y, teniendo en cuenta los valores de
x en funcién de V,de Tyde Xy det
en funcién también de V,de Xy de T
podemos, mediante algunas operacio-
nes elementales, llegar a la expresion:

2
l-L1-
C
Que representa la contraccién del
espacio al cambiar de observador. La
interpretacién de esta contraccion del
espacio para Lorentz se debia al despla-
zamiento de las particulas como con-
secuencia del cambio de movimiento
del espacio respecto a cada uno de los
observadores; para Einstein, en cambio,
se debe a la capacidad del propio es-
pacio para aparecer deformado frente
al observador que lo contemple igual
que, como veremos a continuacion,
ocurre con el valor del tiempo ante el
fendmeno de su dilatacion al pasar de
ser visto por un observador a ser me-
dido por otro.

b. Si un acontecimiento desarrollado

en un punto dado X del espacio E tie-
ne una duracion:

T=TxTe

Tal duracién para el observador o
valdrd:

t=t,- tp
Y, teniendo en cuenta los valores de

t en funcién de V,de X'y de T, ten-
dremos:

V? - v?
- c c

Que, como en el caso anterior; re-
presenta la dilatacion del tiempo al
cambiar de observador y se debe a
que, como el espacio, para Einstein
también el tiempo tiene cierta capa-
cidad para acomodarse a los valores
precisos para cumplir con las exigen-
cias del espacio-tiempo. Para Lorentz
el retardo de los relojes se debfa a la
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necesidad del viajar el tiempo a través
del éter, éter que para Einstein ni exis-
te ni tiene ningdn sentido.

Volviendo a nuestro empefio por
encontrar un desarrollo matemdtico
del espacio-tiempo y partiendo,como
antes, de un evento inicial de referen-
cia, al que ambos observadores asig-
nen coordenadas espacio-temporales
de valor cero, tendremos la ecuacion
invariante buscada para los dos obser
vadores del espacio-tiempo. Efectiva-
mente la ecuacidn que representard
cualquier acontecimiento para el ob-
servador O tendrd la forma:

S?=2T2- X2-Y2- 72 [6]

y, ante otro acontecimiento cual-
quiera, la ecuacién que lo representa-
rd en el espacio-tiempo del observa-
dor o serd:

2= 22- x2- ),2_ 22 [7]

Las dos ecuaciones anteriores tienen
expresiones completamente idénticas
y serdn iguales entre sf sélo en el ca-
so de que representen el mismo acon-
tecimiento para los dos observadores,
como ocurria cuando estudidbamos la
propagacion de la luz.

En el caso de que se tratara de dos
acontecimientos separados por incre-
mentos elementales y referidos a un
origen comun, la modificacién corres-
pondiente del espacio-tiempo para el
jefe de estacidn (observador O) serfa:

dS?= 2dT?- dX?- dY?-dZ? [8]

mientras que, para un viajero del
tren (observador o), su espacio-tiem-
po se modificarfa en:

ds?= 2dt*- dx?- dy?- dz?> [9]

Conclusiones

De las ecuaciones anteriores es
muy facil sacar conclusiones del tipo
de las siguientes:

* Un punto en el espacio-tiempo re-
presenta un suceso que se dio o que
va a producirse en un lugar concreto
y, ademds, en un instante dado.
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* Si en el espacio-tiempo las variables
espaciales son constantes y la varia-
ble temporal puede tomar cualquier
valor tendremos una linea temporal,
que viene a representar la sucesién
de eventos en un punto a lo largo del
tiempo.

* Sien la expresion del espacio-tiem-
po t es constante y no lo son las varia-
bles espaciales estamos ante los suce-
sos simultdneos que pueden darse en
los diferentes puntos. Si cortamos el
espacio-tiempo del observador mévil
por el hiperplano t=constante tendre-
mos el espacio geométrico euclidiano
tridimensional para dicho observador,
en el que sabemos que la distancia dI
entre dos puntos vale;

di?= dx2+ dy?+ dz2  [10]

» Sabemos que en el espacio-tiem-
po se cumple que:

ds?= c2de2-di? [I1]
y cuando sea:
c2de?=di?

estaremos ante una linea con ds=0
en la que:
dr

= . /— |12
c dtz[]

y, por lo tanto, se tratard de un mo-
vimiento rectilineo y uniforme con la
velocidad de propagacién de la luz,
cosa que ocurre en cualquier onda
electromagnética, que podemos con-
siderar, por la dualidad onda-particu-
la, como formada por fotones que,
carentes de masa intrinseca (por eso
pueden llegar a moverse a la veloci-
dad de la luz), sélo tienen una energfa
de valor h.v siendo:

h la constante de Planck de valor
[,05.10°% kgm?/seg

Y
v la frecuencia de la onda en |/seg

Por ejemplo, el fotdn de la luz roja
es un paquete de energia (un cuanto
en el sentido manejado por la Mecé-
nica Cudntica) de valor:

1,05.1045.10'* =5,25.10% julios

y que se propaga a la velocidad de
la luz.

* También sabemos que nada puede
superar la velocidad de la luz, luego si
se trata de dos eventos entre los que
se transmita informacién del uno al
otro necesariamente:
e
—=C

dtZ

por lo que ha de ser:

[13]

ctde2>di? [14]
equivalente a:
ds?=c?de?-dir>0 [I5]

Por lo tanto, el cuadrado de un ele-
mento de arco en el espacio-tiem-
po no puede ser negativo, ocurrien-
do que:

a. Si ds? fuera mayor que cero esta-
rlamos ante movimientos a velocida-
des menores que la velocidad de la
luz. Un caso particular seria el de las
Iineas temporales (ya comentadas) en
que d?=0.

b. Si ds?fuera igual a cero estarfamos
ante lineas de longitud nula y, como ya
hemos dicho se tratarfa de la propa-
gacién de cualquier sefial electromag-
nética y, entre ellas, de la propagacion
de la luz.

* También podemos analizar la rapidez
con que ambos observadores percibi-
rdn que varfan en sus respectivos es-
pacio-tiempo diversos acontecimien-
tos. Es evidente que:

a. Para el observador O la variacién
con el tiempo de un acontecimiento
que se desplaza respecto a O con la
velocidad V sera:

a5’ |CPdT? —(dX? +dv? + dz”)
U=y 7=~ 2 =
dr dr
2
=\/c2—Vz=c1—% [16]




b.Para el observador o el mismo
acontecimiento (por lo que ds*=dS?)
tendrd lugar con una variacién tempo-
ral de s de valor:

ds’ ds?
d Ve ~

U=

cT? —(dX2 +dY? +dZZ)
T2 - X7+ dY? + dZ?)
[17]

La interpretacion fisica de las expre-
siones anteriores es ciertamente sen-
cilla. En efecto:

1. Para cualquier observador todo
lo que no tiene movimiento relativo
respecto a él (V=0) varfa para él se-
gln la constante ¢ (que serd unica-
mente velocidad de envejecimiento).

2. Todo lo que, para cualquier obser-
vador, se desplace con una velocidad
relativa V, tiene para dicho observa-
dor una variacién temporal que cons-
ta de dos componentes:

* Una velocidad de desplazamiento
espacial de valor U2, =V2,

* Una velocidad de envejecimiento de
valor U2, = c3(1--V¥/c?).

La suma de ambas siempre es U =
¢ de tal manera que si en un mavil
aumenta su velocidad V de desplaza-
miento espacial disminuye su veloci-
dad de envejecimiento.

* Dado que en los sucesos cotidia-
nos de nuestra vida el valor de V
siempre es muy inferior a ¢ la com-
ponente mds importante de la velo-
cidad es la de envejecimiento. Para
que ésta se anulara tendria que ser
Vigual a c.

En el caso de una particula que via-
jara a velocidades cercanas a la velo-
cidad de la luz a un observador en la
Tierra le pareceria que dicha particula
envejeceria muy despacio (vivirfa mu-
cho mas tiempo que el que corres-
ponde a su vida media comprobada
en el laboratorio). Es el caso tipico de
algunos mesones mu (muones) que se
forman en la parte superior de la at-

Sth{wT '!-'-Zi

mdsfera y que, a pesar de su cortisimo
tiempo de vida media (unos 2,2. 10
seg.), han llegado sin desintegrarse a
laboratorios en la Tierra. La razén hay
que buscarla en que para el observa-
dor del laboratorio ha disminuido mu-
cho su velocidad de envejecimiento
al viajar para él a una velocidad muy
préxima a la velocidad de la luz.

Es evidente que para un observa-
dor vinculado a la propia particula és-
ta vivirfa su tiempo normal porque pa-
ra él la particula estd en reposo.

* Si el tren de nuestro ejemplo estu-
viera parado en una estacién todos
sus viajeros se trasladarfan con U,=0
y envejecerian con U, =c. En cambio
si se desplazaran con V=c sus viajeros
se trasladarfan con la velocidad de la
luz y no envejecerian.

Ejemplo

Vamos estudiar un ejemplo que,
por plantearlo bajo hipdtesis cierta-
mente limites, nos llevard a solucio-
nes extremas; pretendemos con ello
ayudar a interpretar algunos de los
tépicos presentes en los apartados
anteriores. Podrfamos enunciarlo asf:

Supongamos el mismo observador
fijo O de siempre (el jefe de una de
las estaciones de nuestro ferrocarril)
y utilicemos como observador moé-
vil o un observador vinculado a cual-
quiera de los fotones de la luz que
recibimos desde el Sol viajando ha-
cia laTierra, como ya hemos comen-
tado antes, a la velocidad de la luz c.
Con estas premisas deseamos cono-
cer las percepciones del viaje de la
luz para un observador solidario a
dicho fotén y para nuestro observa-
dor fijo sentado en una de las esta-
ciones. Percepciones que analizare-
mos por un lado, con los criterios
anteriores a 1905 y por otro, des-
de la &ptica del espacio-tiempo su-
gerida por laTeorfa de la Relatividad
Especial.

* Antes de 1905 los dos observado-
res razonarian de la forma siguiente:

El observador O que conocia des-
de nifio que la distancia entre el Sol y
la Tierra tiene un valor aproximado de
150.000.000 km y ademds sabfa, por
los libros de Fisica que habia leido, que
la velocidad de la luz vale aproxima-
damente 300.000 km/seg él, con total
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rotundidad, aseguraria que el fotdn
que deberfa recorrer un espacio de
150.000.000 km emplearia un tiempo
de unos 500 segundos.

Si ahora le preguntdsemos el espa-
cio recorrido y el tiempo empleado
en el viaje del fotdn al hipotético ob-
servador subido en uno de los foto-
nes viajando del Sol a la Tierra y con
un reloj en la mano nos dirfa que su
reloj (que funcionaba perfectamente
y que él habia mirado con total aten-
cién) no se habfa movido en abso-
luto durante el viaje y, como la velo-
cidad de la luz, aunque muy alta no
es infinita, estaba absolutamente con-
vencido de que los fotones recorren
en el viaje un espacio de 0 km por
que emplean en él un tiempo de 0
segundos.

Antes de 1905 estas discrepancias
en cuanto a los valores del espacio re-
corrido y del tiempo empleado para
los dos observadores no estaban jus-
tificadas por la Mecdnica de Newton
ni por las ecuaciones de la Relatividad
de Galileo;ya que éstas, para una velo-
cidad relativa V en la direccion X coin-
cidente con x (que vamos a suponer
que sea la direccidn del Sol a laTierra)
entre dos sistemas X,Y,Z y X, ¥, z, nos
vienen a decir que:

a. Los tiempos en cada uno de los sis-
temas son independientes de la velo-
cidad relativa V.

b. A un AX en el primer sistema le co-
rresponde otro Ax en el segundo sis-
tema exactamente del mismo valor.

Y, en este caso, ni los tiempos ni los
espacios se conservan al verlos desde
uno u otro de los dos observadores.

* Después de haber leido este tra-
bajo la manera de pensar de nuestros
observadores serfa:

Para el observador O su espacio-
tiempo valdria:

S=JCT? - X? - Y2 —Z% = Okm

ya que, desde la atalaya del jefe de la
estacion lo mismo que desde el pun-
to de vista de cualquier habitante de
laTierra, constatarfa que:
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a. La distancia a recorrer por la luz
procedente del Sol vale 150.10¢ km.

b. La velocidad de la luz valdrd, como
siempre y para cualquier observador,
¢ = 3.10° km/seg.

¢. El tiempo empleado en el recorrido
alcanzarfa el valor T = 500 seg.

d. Sustituyendo valores quedarfa S =
0 Km.

Para el observador o su espacio-
tiempo valdria:

S=\/C2t2—x2—y2—zz _
=+/0-0=0km

ya que el observador viajando con
el fotdn pensarfa que él estaba en re-
poso vy que la Tierra se aproximaba
hacia €l a la velocidad c por lo que:

a. La distancia a recorrer por la luz se-
ria nula como consecuencia de la con-
traccion de longitudes antes analiza-
da al pasar de observarla desde O a
observarla desde o.

b. La velocidad de la luz también val-
dria ¢=3.10% km/seg.

¢. Es nulo el tiempo empleado por la
luz para recorrer la nula distancia, que
o se ha desplazado, en su sistema de
referencia. Este tiempo nulo, visto des-
de o, se convierte en los 500seg para
el observador O como consecuencia
de la dilatacion de los tiempos tam-
bién antes estudiada.

Comprobamos que el valor del
espacio-tiempo se conserva al cam-
biar de observador vy que, por tra-
tarse de la propagacién de la luz,
como ocurrirfa con cualquier otra
onda electromagnética, el valor del
espacio-tiempo para ambos obser-
vadores es nulo, de acuerdo con la
ecuacién [12].

Como en este caso el viajero o (en
un fotdén) se desplaza respecto a O
con una velocidad V = ¢, el jefe de
estacidn lo verd, por la ecuacién [16],
desplazarse en su espacio-tiempo con

una velocidad de desplazamiento igual
a la de la luz y sin envejecer; pero di-
cho viajero estard convencidos de que
no se ha movido.

Nota. Los valores enormes que
aparecen, tanto para la contraccion
de longitudes (al pasar de O a o) co-
mo para la dilatacion de los tiempos
(al pasar de o a O), se deben a que
estamos trabajando con la velocidad
relativa limite igual a la velocidad de
la luz.

Veamos otro ejemplo, que dejamos
sin resolver como ejercicio de estudio
para el lector, y que podrfamos enun-
ciar de la forma siguiente:

Supongamos el observador O del
ejemplo anterior sentado en su esta-
cion, el observador o, también del ca-
so anterior subido en su fotdn y un ter-
cer observador o, montado en un tren
que pasara por la estacién, donde se
encuentra el observador O, circulando,
respecto a O a una velocidad rectili-
nea y uniforme de valor, evidentemen-
te, muy inferior a c. Encontrar la ecua-
cién del espacio-tiempo para cada uno
de los tres observadores v las velocida-
des de desplazamiento y de envejeci-
miento que percibirdn cada uno de los
tres observadores ante cualquier even-
to que tuviera lugar en alguno de los
tres espacios considerados.

Para insistir una vez mds en la ca-
pacidad de adaptacion tanto del tiem-
po como del espacio, en la identidad
geométrica espacio-tiempo, pongé-
monos ante otra nueva situacién. Su-
pongamos los mismos observadores
(el jefe de la estacidn y el viajero del
fotdén) y que el jefe de la estacion con-
tratara pintar una de las paredes de
su estacidn orientada précticamen-
te en la direccidn en que llega la luz,
procedente del Sol, a la estacién de
nuestro problema. Una vez concluido
el trabajo, el pintor sugiere al jefe de
la estacién que le pague por su traba-
jo segun lo percibido por el viajero ca-
balgando en el fotdn. El jefe de la esta-
cion acepta y le envia un fax a nuestro
vigjero solicitdndole informacion para
pagarle al pintor. ;Cudndo opina que
recibiria el jefe de la estacidn la res-
puesta del fotén y cudl seria en una
primera aproximacién el sentido de
esta respuestal 1



