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Resumen

Un fenémeno Optico presente en nuestra vida diaria es la difraccién, la cual
podemos observar de diferentes formas, como por ejemplo los colores sobre el
caparazon de algunos insectos. Sin duda alguna hemos observado con atencién a los
insectos conocidos cominmente como “mayates” y notamos que son de colores muy
llamativos, dichos colores se deben a que la estructura de su caparazén funciona
como una rejilla de difraccion la cual descompone la luz solar que incide sobre el

insecto generando la gama de colores observados.

El fenémeno de la difraccion es ampliamente estudiado ya que se puede
obtener a través de diferentes técnicas, una de ellas es empleando aberturas de
diferentes formas. Asi, en este trabajo de tesis se hizo una comparacién experimental
y numérica entre los patrones de difraccion generados por aberturas poligonales y
por aberturas hipocicloides. En ambos casos se consideraron las siguientes
condiciones: a) la luz se deja pasar a través de toda la superficie de la figura y b) la
luz pasa sélo a través del contorno de la misma y la comparacion se realizé para

poligonos e hipocicloides que tienen de tres a diez lados.

Los patrones experimentales se obtuvieron empleando mascarillas disenadas a
partir de las ecuaciones paramétricas de las hipocicloides y a partir de poligonos
dibujados mediante el programa Inkscape. Por otro lado, los resultados numéricos se
obtuvieron mediante un programa realizado en GNU Octave.
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Capitulo 1

Introducciéon

1.1 Antecedentes

Clasicamente la luz es considerada como una onda de campos eléctrico y
magnético, los cuales son perpendiculares entre si y oscilan perpendicularmente a su
direccion de propagacion, que puede ser a través de medios como el aire, el agua o el
vacio; y a través de algunos otros medios como las fibras épticas[1], dieléctricos, etc.
Cuando la propagacion de la luz se da a través de algin medio, llamado comtinmente
medio optico, se pone de manifiesto una caracteristica de dicho medio: el indice de
refraccion; el cudl es la razon entre la velocidad de la luz en el vacio y la velocidad de
la luz en el medio, si el medio tiene un indice de refraccién constante se le llama
medio optico lineal mientras que si el indice del medio no es constante el medio se

denomina no lineal.

Mateméaticamente, la luz se describe mediante una funcion de onda que debe
satisfacer la llamada ecuacion de onda|2], la cudl es una ecuacién diferencial parcial
de segundo grado que depende de las tres variables espaciales z,y,z y de la variable
temporal t. Cualquier funciéon que satisfaga dicha ecuacién es definida como una
onda, por ejemplo las ondas de radio, de sonido, en el agua, ondas electromagnéticas,
etc. La solucién més simple a la ecuacién de onda son las ondas de tipo armoénicas
aunque no son las tunicas, ya que también lo son las ondas planas, cilindricas y

esféricas; aunque éstas dos tltimas lo son en un sistema de coordenadas cilindricas y




Capitulo 1. Introduccién

1.1 Antecedentes

esféricas respectivamente[3]. Cuando en la ecuacion de onda se desprecia la parte
temporal, ésta se transforma en una ecuacién que solo depende de la parte espacial y

es llamada ecuacion de Helmholtz [4)].

En base a que la luz es considerada como una onda, ésta tiene ciertas
cantidades fisicas que la caracterizan: la velocidad a la que se propaga en el medio
v, la frecuencia angular w , la frecuencia temporal v , la longitud de onda

A , el periodo temporal T y el nimero de onda &k

La luz durante su propagacion puede interactuar con diferentes objetos o
medios, lo que hace que ocurran ciertos fenémenos como son la reflexion, la
refraccion, la interferencia y la difraccion entre otros; siendo la difraccion el tema
central de este trabajo de tesis. La refraccion y la reflexion se pueden explicar
claramente mediante procedimientos de Optica geométrica, mientras que los
fenémenos de interferencia y difraccién requieren de un tratamiento puramente

ondulatorio. [3]

Ambos fenémenos, interferencia y difraccion son una clara muestra del
caracter ondulatorio de la luz y estan relacionados entre si, ya que no hay una
diferencia fisica significativa entre ellos. La interferencia se produce cuando se
superponen dos o méas ondas en algin punto en el espacio generando una onda
resultante con una amplitud distinta a las de las ondas superpuestas. Mientras que la
difraccién se produce cuando la luz se desvia al pasar a través de una abertura o de
un objeto opaco, estas ondas desviadas interfieren entre si en algiin punto generando
una cierta distribucién de intensidad llamada patron de difraccion. Asi, la difraccién
es en realidad un fenémeno de interferencia de ondas; comuinmente se denomina
interferencia cuando las ondas involucradas son pocas y difracciéon cuando se trata de

un gran numero de ondas.

Para que se produzca difraccién de la luz, la abertura debe estar colocada
delante de la fuente de tal manera que la luz incida directamente en ella y para
“observar” el patréon generado por la abertura se coloca una pantalla sobre la cual se
proyecta la distribucién de éste o un sistema de captura de imagen. Dependiendo de
las condiciones en las que se produce la difraccion de la luz, ésta se puede dividir en
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dos clases: cuando el objeto que desvia la luz (abertura) se encuentra a una distancia
muy pequena (unos cuantos centimetros) tanto de la fuente de luz como del detector
ocurre la llamada difraccion de Fresnel o de campo cercano; en el caso contrario,
cuando la rendija esta a una distancia muy grande se observa  difraccion de

Fraunhofer o de campo lejano.

Este fenémeno de la difraccion ocurre siempre en la vida diaria, pero en la
mayoria de los casos las distribuciones de intensidad generados no las podemos
observar ya que la separacion entre las regiones de luz y de sombra que las definen
son muy pequeiias, por lo que le tomamos muy poca o ninguna importancia a dicho
fenémeno. Sin embargo, el estudio de la difraccién es importante cuando se trabaja
con sistemas Opticos, los cuales estan formados por lentes, diafragmas entre otros
componentes que presentan cierta difraccion; la cual influye en la calidad de la

imagen.

Durante muchos anos se ha estudiado ampliamente la difraccion producida por
objetos o aberturas “tipicas” como la circular, la cuadrada, la triangular y una
rendija o un conjunto de rendijas. Se han obtenido expresiones matematicas que
describen a las aberturas y a las distribuciones generadas por éstas, tanto para el
caso de Fresnel como para el caso de Fraunhofer. Sin embargo, se ha dejado un poco
de lado el analisis para el caso de aberturas menos comunes como por ejemplo los
poligonos, para las cuales se han encontrado expresiones de las distribuciones
producidas en la regién de Fraunhofer[5] , con este tipo de aberturas notamos que el
analisis se complica considerablemente, comparado con el de las aberturas tipicas. En
el presente trabajo se obtienen experimental y numéricamente las distribuciones
producidas por aberturas de tipo poligonal, pero también se obtienen las
distribuciones de intensidad generadas por aberturas con formas mas complicadas
que las poligonales: las hipocicloides, para finalmente hacer una comparacion entre

cada una de ellas.
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1.2 Objetivos y Estructura de la Tesis

OBJETIVO GENERAL

Hacer una comparacion experimental y numérica de patrones de difraccion de

aberturas con forma de poligonos e hipocicloides

OBJETIVOS PARTICULARES

1. Disenar una técnica para generar mascarillas (poligonos e hipocicloides) que
proporcionen los patrones de difraccién deseados.

2. Armar el arreglo experimental con las condiciones necesarias para la obtencion de

los diferentes patrones de difraccion.
3. Obtencion de los patrones de difraccion con las mascarillas disenadas.

4. Determinar la forma numérica para la obtencion de dichos patrones para realizar

la comparacion con el caso experimental.
5. Obtencion de los patrones de difracciéon numéricos.

6. Realizar la comparacion de los diferentes patrones de difracciéon, tanto

experimentales como numéricos.
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ESTRUCTURA DE LA TESIS

El trabajo se inicia haciendo una revisién de la teoria escalar de difracciéon en
la que se concluye que los patrones de difraccién para la regién de Fraunhofer son
descritos matematicamente por la transformada de Fourier en dos dimensiones. Se
revisa también la deduccién de las expresiones matematicas de las curvas
hipocicloides a partir de las cuales se disefiaron las aberturas de las mascarillas
empleadas en la parte experimental. Con el objetivo de hacer una comparacién se
implementa un programa en GNU Octave para llevar a cabo la simulacién numérica
de los patrones de difraccion generados por cada abertura. Finalmente se lleva a cabo
una comparacion entre los resultados numéricos y experimentales obtenidos en cada

caso.

En el capitulo 2 se presentan los conceptos basicos de la teoria escalar de
difraccién de Kirchhoff, en la cual usando el teorema de Green se transforma la
ecuacion diferencial de onda en una ecuaciéon integral a partir de la cual se deducen
las expresiones matematicas que describen la difraccién tanto para la regién de
Fresnel como para la regién de Fraunhofer. En este capitulo se presenta también la

deduccién de las ecuaciones paramétricas de las curvas hipocicloides.

El capitulo 3 se refiere a la parte experimental del trabajo, en éste se explica
como se disenaron las aberturas poligonales e hipocicloides de las mascarillas
empleadas, se describe el arreglo experimental y se muestran los resultados obtenidos.

En el capitulo 4 se presentan los resultados obtenidos numéricamente y se
hace la comparacion entre estos y los resultados experimentales. Finalmente, en el

capitulo 5 se dan las conclusiones del trabajo realizado.




Capitulo 2. Teoria

Capitulo 2

Teoria

Como se mencion6 en el capitulo anterior el objetivo principal de este trabajo
de tesis es realizar una comparaciéon de diversos patrones de difraccion de aberturas
poligonales e hipocicloides, por ello es necesario llevar a cabo una revision de la
teoria fundamental de la difraccién. En el presente capitulo se realiza dicha revisién
dando una pequena introduccién acerca de la propagacion de la luz en el espacio
libre, revisando la difracciéon a partir de la teoria escalar de Kirchhoff, y obteniendo
las expresiones matematicas que describen la difraccion de Fresnel y de Fraunhofer

respectivamente. Finalmente se muestra una deduccion de las funciones hipocicloides.

2.1 Representacion Matematica de una Onda Luminosa

Una onda luminosa segtun la teoria electromagnética es un campo eléctrico £ y un
campo magnético H mutuamente perpendiculares y periédicos. En la
representaciéon matematica de una onda basta con especificar tinicamente el valor
instanténeo del campo eléctrico E  como funcién del tiempo . Si esta onda tiene
un disturbio maximo, al que denominaremos amplitud A , una longitud de onda

Ay una velocidad de propagacion v , el campo eléctrico se puede representar

por:

E:Acos[QTn(m—vtﬂpU)] , (2.1)

donde @, es la fase de la onda para x=0y t=0. Si v es la frecuencia de la onda,

se puede demostrar que:
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) (2.2)
donde T es el periodo, y que:

Av=v . (2.3)

Por otro lado se define la magnitud |%| del vector de propagaciéon como:

> 2
k:|k|:Tﬂ: , (24)

y la velocidad angular ® como:

w=271V . (2.5)

Con el uso de estas definiciones la ecuacién (2.1) se transforma en la siguiente:

E=Acos(kz—wt+q) . (2.6)

La fase de una onda para el punto (z) en el instante ¢ se define como:

O0=kr—wt+p . (2.7)

Generalizando la ecuaciéon (2.6) para el caso de una onda que viaja en el
espacio tridimensional propagandose en la direcciéon del vector & , diferente de la
direcciéon del vector 7 que va del origen al punto z,7,z que se considere, podemos

escribir:

E:ACOS(_];'?’—wt+Cp) , (2.8)

donde este vector k tiene las componentes:
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27
kx—TCOSOx

2
k :TJTCOSO ’ (2.9)
Y Y

k:ZZQ—ncos OZ

A

siendo los cosenos en estas relaciones los cosenos directores de la direccién de
propagacion de la onda.

Un frente de onda estda definido como la superficie en el espacio tal que para
todos los puntos de esa superficie en un momento dado, la fase es constante. Por lo

tanto para un frente de onda k-r=constante

2.2 Propagacion de la Luz en el Espacio Libre

Durante la primera mitad del siglo XIX, el modelo ondulatorio de la luz se
consolidé gracias a los trabajos realizados por Oersted, Ampere, Faraday, Coulomb,
Gauss, entre otros, adoptandose nuevas ideas acerca de la electricidad y el
magnetismo. Mas tarde, Maxwell propuso desarrollar relaciones matematicas que
describieran las leyes de Coulomb y Ampere, encontrando que estas leyes no eran del
todo correctas: en particular la ley de Ampere era inconsistente con la ley de
conservaciéon de la carga. Maxwell, entonces, modifico la ley de Ampere y en el
proceso descubrié que los campos eléctricos cambiantes (debido al desplazamiento de
corriente) podian producir campos magnéticos, por lo que se establecié una simetria
entre los campos magnéticos y eléctricos. Las relaciones que describen el
electromagnetismo, desarrolladas por Maxwell, se conocen como ecuaciones de
Mazwell[2].

Maxwell también observé que estas ecuaciones eran equivalentes a la ecuacién
clasica de onda para campos eléctricos y magnéticos en el espacio libre[2]. Estas
ecuaciones senalan que las ondas electromagnéticas o dicho de otra manera: la luz,
viaja en el espacio con una velocidad definida ¢, Estas ondas pueden ser
representadas a través de una funcion de onda que depende de la posicién y del
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tiempo u(r,t), la cual es solucién de la ecuacién de onda:
10
VL2
¢, Ot

(2.10)

El operador Laplaciano en coordenadas rectangulares estd dado por

2 2 2
V2:‘3—2+‘3—2+‘3—2 . Todas las funciones que satisfacen a la ecuacion (2.1),
ox” Oy 0z

representan ondas tales como: las ondas que observamos al arrojar una piedra en el
agua, las ondas de sonido, las ondas de luz, etc.

La ecuacién (2.1) es una ecuaciéon diferencial lineal, de tal manera que si se

tienen n ondas dadas por w(r,t) con k=1,2,3,...,n, entonces:

U(r;t)=iuk(r,t) : (2.11)

es también soluciéon a la ecuaciéon de onda, es decir, el principio de superposicion es

valido para la ecuacién de onda.

Generalmente se expresa a la funcion de onda wu(r,t) en términos de una
funcién compleja U(r,t) que satisfaga la ecuaciéon de onda y que cumpla la siguiente

relacion:

u(r,t)=RelU(r,t) . (2.12)

La funcién U(r,t) puede ser separada en una parte espacial y una parte

temporal de la siguiente forma:

U(r,t)=U(r)exp(i2nvt) , (2.13)
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U(r) es llamada amplitud compleja de la onda, su magnitud |U(r)|= a(r) que
corresponde a la amplitud de la onda y el argumento arg{ U(r,t)}=¢(r) representa

la fase.

2.3 Difraccion De La Luz

La difraccién junto con la interferencia es un fenémeno ondulatorio provocado
por la desviacion de las ondas al encontrar un obstaculo o al atravesar una rendija
cuyas dimensiones son comparables a la longitud de onda.

De a cuerdo con el Principio de Huygens-Fresnel[6], cuando la onda incide
sobre una rendija todos los puntos de su plano se convierten en fuentes secundarias
de ondas, emitiendo nuevas ondas, denominadas ondas difractadas,
las cuales producen una distribucion de intensidad, llamada patrén de difraccién, que
no es mas que el patréon de interferencia entre las ondas secundarias procedentes de
un gran numero de fuentes puntuales. Es en este sentido, que no existe fisicamente

ninguna diferencia entre difraccion e interferencia.

El fenémeno de difraccion es usualmente clasificado y analizado en dos
diferentes maneras. Si ambos, la fuente de luz y la pantalla de observacién, estan a
una distancia infinita de la abertura de manera que las ondas que llegan a la
abertura y a la pantalla pueden ser consideradas como ondas planas, entonces este
fenémeno de difraccién es conocido como difraccion de clase Fraunhofer o de campo
lejano. Experimentalmente tal situacién puede ser realizada colocando la fuente de
luz en el plano focal de una lente convexa y la pantalla de observacién en el plano
focal de otra lente convexa como se observa en la Figura 2.1a). El otro caso ocurre si
la fuente de luz y/o la pantalla estdn colocadas a distancias finitas de la abertura, a
este fenémeno se le llama difraccion de clase Fresnel o de campo cercano, Figura
2.1b)

10
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2 "Abertura Pantalla

(€

ot
. NS

b) Abertura

Figura 2.1: Condiciones en para generar difraccion de
clases Fraunhofer y Fresnel.

Es importante aclarar que el mecanismo de Huygens-Fresnel responsable de la
produccién del fenémeno de difraccion ocurre durante la propagacion de cualquier
tipo de frente de onda, ya sea de sonido, onda material o luz; pero el patrén de
difraccion observable sélo se forma cuando una parte del frente de onda es obstruido

por una abertura o un obstaculo.

Cuando la longitud de onda es mas grande que el tamano de la abertura por
donde pasa el haz de luz, se puede emplear la teoria escalar de difracciéon, esta teoria
consiste en la conversion de la ecuacion de onda, que es una ecuacion diferencial

parcial, en una ecuacion integral.
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TEORIA ESCALAR DE DIFRACCION

Para pasar de la ecuacion diferencial de onda a la ecuacién integral haremos
uso del teorema de Green[4], el cual involucra dos funciones complejas U(r) y G(r),
llamadas funciones de Green, con primeras y segundas derivadas parciales continuas
y sin puntos singulares dentro y sobre una superficie cerrada S que encierra un

volumen V| para las cuales se cumple:

f{f(GVQU—UVZG)dV:fo(GZ—:—U%)dS , (2.14)

donde 0/0n indica la derivada parcial en la direccién normal a cada punto de S.
En nuestro caso, U representa la onda electromagnética.

Consideremos la propagaciéon de una onda arbitraria que incide (desde un
plano inicial z=0) sobre una pantalla a una distancia z y llamemos P, a un punto
sobre la pantalla y P, a un punto sobre el plano inicial, como se observa en la Figura
2.2.

Figura 2.2 Geometria usada en la formulacion de
Kirchoff
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Kirchoff eligié como funcién G(7) una onda esférica dada por:

G(7)=—, (2.15)

donde 7 es el vector de posicién del punto P, al punto P,, y 75 es su distancia
correspondiente, dada por:

2 1/2

TOIZ[(xO—x)2+(yO—y) +2°] (2.16)

U(7) y G(7) satisfacen la ecuacién de Helmholtz:

V2 U(F)+E*U(F)=0 , (2.17)

VG (F)+E G(7)=0 , (2.18)
donde k es conocida como el nimero de onda y esta definida como:

(2.19)

sustituyendo las ecuaciones (2.17) y (2.18) en el lado izquierdo de la ecuacién
(2.14) queda:

f{f[GVQU—UVQG]dV:f{f UG- UG]dV=0 , (2.20)

de manera que:
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.”[Ggi?—U%£?d5=0- (2.21)

Para la superficie S, de la Figura 2.2, tenemos

G (7)==
R
- ikR >
G -1y @Y _yp)
on R R 0On

asi que la ultima integral de la ecuacién (2.14) sobre S, es

donde Q es el dngulo solido subtendido de S, a P,. La tltima integral es cero si:

lmﬂﬂgg—%UhO. (2.22)

R>x 8 n

La ecuacion (2.22) es conocida como la condicion de radiacion de Sommerfeld.

La integral sobre §;, se evalia cominmente empleando la aproximacién de
Kirchhoff, considerando que la abertura se encuentra sobre el plano z=0 como se ve
en la Figura 2.2, la aproximacién de Kirchhoff en el plano z=0" esta dada por las

siguientes ecuaclones:

14



Capitulo 2. Teoria
2.3 Difraccion de la Luz

Ulz,y,0")= Ul(z,y,0)dentrode laabertura (2.93)
0 fuera de la abertura

M dentro de la abertura
5. (2.24)

0 fuera dela abertura

8U(1‘,y,0+)_
0z

Las ecuaciones (2.23) y (2.24) son llamadas condiciones de contorno de
Kirchhoff y nos llevan a la solucién para U(P,):

oG
——ff ¢ 2% 2545 (2.25)
4w g on on

que es el teorema integral de Helmholtz y Kirchhoff y desempena un papel muy
importante dentro del desarrollo del analisis del fenémeno de difraccion.

La ecuacion (2.25) se puede simplificar si consideramos que usualmente la
distancia 1y, desde el punto de la abertura hasta el punto de observacién es mayor
que la longitud de onda, es decir k>>1/ry, entonces de la ecuacién (2.15) tenemos
que:

a G(Pl) N . 1 eikrm

-
~ (2.26)

01
~ikcos(n,r )e_

TOl

Sustituyendo la aproximacién (2.26) y la ecuacién (2.15) en la ecuacion (2.25)
obtenemos:

:_ﬂ—m a—U—kucos( 7 )]dS . (2.27)

n, 01
47 IS 7”01
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Suponiendo que la abertura es iluminada por una sola onda esférica

que surge de una fuente en un punto P, a una distancia r, del punto P,. Si 7y es

mayor que la longitud de onda, entonces la ecuacién (2.27) se reduce a

ik(r, +7r ) (2 7\ - -
A 270 cos (7,7 )—cos(7, 1)
u(p)=—Jf - - —]ds , (2.28)
AT T, Ty, 2
si tomamos:
1 A" cos(i, 7 )—cos(7, 7))
U (P )=—"] = 2, (2.29)
ihooTy 2
la ecuacion (2.28) queda de la siguiente manera:
eil\:rm
v(p)=[fU(P)=—ads . (2.30)

s To1

este ultimo resultado es la Formula de Difraccion de Fresnel-Kirchhoff.

La ecuacién (2.30) esta limitada, ya que para obtenerla se tienen que imponer
las condiciones de contorno de Kirchhoff tanto al campo incidente como a su
derivada parcial, esta limitacion fue solucionada con la  Teoria de
Rayleigh-Sommerfeld.
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Para hallar la Formula de Difraccion de Rayleigh-Sommerfeld, supongamos

que la funcién G es generada por una fuente puntual localizada en el punto P, y al

mismo tiempo por una segunda fuente puntual en el punto P’; que es la imagen de

P, reflejada en el lado opuesto de la pantalla. Ambas fuentes emiten con la misma

longitud de onda pero con una diferencia de fase de 180°. En este caso la funcién de

Green esta dada por:

Una alternativa e igualmente valida funciéon de

(2.31)

Green se obtiene si

consideramos que las dos fuentes estan emitiendo en fase, en este caso:

(2.32)

Considerando que 75,>> A , la derivada parcial respecto de la normal de la

ecuacion (2.31) es:

a G (P ) 7:]\':T(Jl
——=9ikcos(7, f(’n)e—
on r

(2.33)

Sustituyendo (2.31) y (2.33) en la ecuacién (2.25) y aplicando las condiciones

de contorno de Kirchhoff tinicamente a U llegamos a:

1 ikr
U[(P()):_ -
Z}\. S T(Jl

Jfu(p)=—cos(i,r )ds ,

(2.34)

si empleamos la ecuacién (2.23) obtenemos el resultado siguiente:
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£ ds (2.35)

7”01

v, (P)=—|f

U(P)
21, on

finalmente, si consideramos que la abertura es iluminada por una onda esférica que

diverge desde su fuente en una posicion P,

Ae 21

obtenemos:

U,(P)==ff ———cos(7i,r,)dS (2.36)

que es la Formula de Difraccion de Rayleigh-Sommerfeld. Utilizando la ecuacion
(2.32) obtenemos un resultado similar, pero con signo negativo.

Consideremos ahora la Figura 2.3, en la cual una pantalla opaca esta
colocada sobre el plano (£,m) y es iluminada en la direccién positiva del eje Z;
tomando en cuenta la geometria mostrada en la figura, la ecuacién (2.34) puede

reescribirse como:

U(P)=—ff U(P)“—cos(6)ds , (2.37)

donde O es el angulo entre la normal 7 en direccion exterior y el vector 7:;)1 que

va del punto P, al punto P, y Z ahora representa la superficie S sobre la cual se

realiza la integral.
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Figura 2.3: Geometria de difraccién

notemos que el término coseno esta dado por:

z
cosf=— ,

<

01

entonces, sustituyendo la expresion anterior en la Ecuacion (2.37) y tomando las
coordenadas (z,y) v (&,m) de los puntos P,y P, respectivamente:

ikr

01

z e
Ulz,y)==ff U(g.n)—d(Em) . (2.38)
TN 2 7“01
donde la distancia r,; esta dada por:
ro =V A (a—Ef+(y—n) (2.39)

La relacién (2.38) puede ser interpretada como la superposicién lineal de
ondas esféricas que divergen desde un punto (£,m) , v es la expresién matematica
del Principio de Huygens-Fresnel.
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2.4 Difraccion de Fresnel

Como se ha mencionado, la difracciéon de tipo Fresnel o de campo cercano,
ocurre cuando la fuente de iluminacién o el punto de observacién (o ambos) se

encuentran a una distancia finita (pequena) con respecto a la abertura.

La expresion matematica que describe este tipo de difraccién se obtiene a
partir de las ecuaciones (2.38) y (2.39), se inicia reescribiendo la ecuacién (2.39) de la

siguiente manera:

T01:2\/1+(x_§)2+(y_n)2 , (2.40)

aplicando la expansion binomial:

Jisp=1+2p- Ly (2.41)
2 8
se hace la siguiente aproximacion:
1z—g’ 1,y—m’
r Sz [T+ E) ()T, (2.42)
2z 2z
al sustituirla en la ecuacién (2.29) nos da la expresién para el campo en (x,y):
i oo (g ey —n))
e VA
Ula,y)=——]] Ulgm)e dgdn (2.43)
ihz =

si consideramos a:
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]\ 7k’ 2 2
e [;(w +y°)]
h(z,y)= e , (2.44)
ihz

entonces (2.43) se puede escribir como una convolucién:

U(x,y)=f1 U(g,mh(z—E,y—m)dEdn , (2.45)

donde h(z,y) es el kernel de la convolucién. Factorizando el término e™ fuera
de la integral de la Ecuacion (2.43) obtenemos la siguiente expresion:

gt ) % iTge] 2 (ag e
Ulay)=——e*  [[(U(gmle™ TJe ™ dzdn (2.46)
TANZ -

La expresion (2.46) es la Transformada de Fourier de un campo complejo
colocado a la derecha de la abertura y una fase exponencial cuadratica (omitiendo los
términos que multiplican a la integral) y es conocida como la Integral de Difraccion

de Fresnel.

2.5 Difraccion de Fraunhofer

La difraccién de Fraunhofer ocurre cuando la fuente de iluminacién y el plano
de observacion se encuentran a una distancia z “muy grande” de la abertura de

difraccion, en este caso se cumple:

z>>M , (2.47)
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de modo que el término de la fase cuadritica de la ecuacién (2.46) es
aproximadamente igual a la unidad, es decir:

(2.48)

con lo que obtenemos la Integral de Difraccion de Fraunhofer o de campo lejano:

—i 2 (pgry)

ff UEme **  dEdn . (2.49)

T +1/

Ulz,y)=

1

Si nuevamente omitimos los factores de fase que multiplican a la integral,
notamos que se trata de la Transformada de Fourier de la funcion U(E,7m) que al
igual que en el caso de la ecuacién (2.46) representa la distribucién del campo que
pasa a través de la abertura, mientras que la funciéon U(z,y) es el campo final

que se genera en el punto de observacion (z,y).

2.6 Principio de Babinet

Comenzaremos por definir una abertura como complementaria de otra cuando
las partes oscuras de una son transparentes en la otra y viceversa. Dicho de otro

modo, si representandolas por dos funciones U 1(%,7]) y U Q(E,n) se cumple que:

ﬂ U,(E,n)+U,(E,m)]dE=constante
(2.50)

por ejemplo, la abertura complementaria de una abertura circular es un disco opaco
centrado en el eje y del mismo tamatio de la abertura.

22



Capitulo 2. Teoria
2.6 Principio de Babinet

Supongamos ahora que tenemos dos aberturas de forma arbitraria, pero

complementarias, que producen patrones de difraccién de Fraunhofer

Ul(x, y) vy UQ(x, y) .Si Ulz,y) esla amplitud producida sobre la pantalla de

observacion, en ausencia de cualquier pantalla difractora, el principio de Babinet dice

que:

Ulzy)=U (z,y)+U,(z,y) . (2.51)

Este resultado es valido tanto para difraccion de Fresnel como para difraccion

de Fraunhofer.

2.7 Funciones Hipocicloides

Una hipocicloide es el lugar geométrico de un punto fijo cualquiera de una
circunferencia que rueda interiormente, sin resbalar, sobre otra circunferencia fija|[7].

Se deducen las ecuaciones paramétricas de la hipocicloide en el caso en que la
circunferencia fija tiene su centro en el origen y la posicion del punto que describe la
curva esta sobre la parte positiva del eje X y sobre la circunferencia fija, como se ve

en la Figura 2.4:
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A

Figura. 2.4: Geometria auxiliar para la
deducciéon de las ecuaciones paramétricas de

una hipocicloide.

Sea P(x,y) un punto cualquiera del lugar geométrico; sean a y b,
respectivamente, los radios de las circunferencias fija y rodante, y sea C'el centro de
la circunferencia rodante o generatriz. Se considera como parametro el angulo 0
que forma la recta de los centros OC con la parte positiva del eje X. Sea A el punto
sobre el eje X que representa la posicion inicial del punto P que describe la curva
hipocicloide, y sea B el punto de tangencia de las dos circunferencias. Desde C'y P
bajemos las perpendiculares CD y PFE, respectivamente, al eje X. Llamemos ¢ al
angulo BCP y ¢ al dngulo PCD. Consideraremos ambos angulos medidos en
radianes.
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Como la circunferencia generatriz rueda, sin resbalar, de A a B, tenemos:

arco AB=arcoPB (2.52)
es decir,
a0=by , (2.53)

a
asi que, @=—0 .Y se tiene también:
b

— g = J-[ _J-c
Y=n—¢— dngulo OCD—H—E"‘@—(P—E"'G_CP : (2.54)

Por tanto,

)

senw=sen(£+8—cp): sen(ﬂ)cos(@—cp)+sen(6—cp)cos(
2 2

S|

=>sen(lp)zcos(G—cp)zcos(ﬂ—%e) ) (2.55)

b—a

0)

:sen(lp)zcos(

coS lpzcos(§+8—cp)=cos(§) cos(0—q)— sen(%)sen(@—cp)

= cos(p)=—sen(0—q) . (2.56)

:cos(lp)z—sen(TB)
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Para las coordenadas (z,y) del punto P, tenemos:

1=0E=0D+DE=0C cos0+CP sen ()

. _ __ . 2.57
y=EP=CD— CPcos(y)=0C sen(0)— CP cos(y) ( )
Pero, notemos que OC=a—b , CP=b y sustituyendo las expresiones
encontradas para el seno y el coseno de 1 obtenemos:
b—a
z=(a—"b)cos(0)+ bcos( 0)

b

- (2.58)
y=(a—"0b)sen(0)—b[—sen( ; ¢ 0)]

Si ahora consideramos que el seno es una funciéon impar y el coseno es una
funcién par, es decir:  sen(z)=—sen(—z) y cos(z)=cos(—z) obtendremos

finalmente las ecuaciones paramétricas para una hipocicloide:

z=(a—"b)cos(0)+bcos|( a—b 0)

b
a—b

b

(2.59)

y=(a—b)sen(0)—bsen 0)

Sea k la razéon de a a b, de modo que a=kb. Si k es un ntmero entero,
tendremos una hipocicloide de k picos. Por ejemplo, si tenemos que k=3 obtendremos
la hipocicloide llamada Deltoide (su forma es parecida a la letra griega delta
mayuscula) o Tricispide, (ver figura 2.5a)) , la cual fue concebida primero por
Leonhard Euler, matemético suizo (1707-1783), en 1745 en relacién con un estudio de
curvas causticas y posteriormente investigada en 1856 por otro matemético suizo:
Jakob Steiner (1796-1863); por lo que a veces es llamada también hipocicloide de
Steiner.
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Otro ejemplo es el caso para el cual k=4, bajo esta condiciéon la curva descrita
por las ecuaciones (2.48) es la llamada Astroide, Figura 2.5b). Esta curva fue
descubierta por el astronomo danés Olaf Roemer en su busqueda por mejorar los
dientes de los engranes. Naturalmente aumentando el valor de k& aumenta el nimero
de picos que tiene la hipocicloide, asi por ejemplo el inciso ¢) de la Figura 2.5

muestra la hipocicloide obtenida para un valor de k=6.

a) b) c)

Figura 2.5: Ejemplo de figuras hipocicloides: a) Deltoide, b) Astroide y c)hipocicloide
de 6 picos
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Capitulo 3

Resultados Experimentales

En el presente capitulo se muestran las distribuciones transversales de
intensidad generadas en la region de Fraunhofer, las cuales fueron obtenidas con
aberturas de tipo hipocicloide y aberturas de tipo poligonal, correspondientes a los
casos en que las mascarillas dejan pasar la luz por toda la abertura y cuando pasa
solo por el contorno de la figura. Estos resultados seran comparados en el capitulo

siguiente con las distribuciones obtenidas numéricamente.

3.1 Arreglo Experimental

Para generar las distribuciones transversales de intensidad de los diferentes
patrones de difracciéon se emplearon mascarillas con dos tipos de aberturas: unas con
forma de hipocicloide y otras con aberturas de forma poligonal. Ademads, para cada
tipo de abertura se consideraron dos casos: que la luz pasara a través de toda la
figura o que la luz pasara solo por el contorno, asi que al final se emplearon dos
mascarillas con la misma abertura pero con caracteristicas diferentes; por ejemplo, se
disenaron dos mascarillas con abertura en forma de tridngulo (poligono de 3 lados)
una con la superficie de la figura transparente Figura 3.1a) y otra en la que la parte

trasparente es sélo el contorno del tridngulo Figura 3.1b).
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b)

Figura 3.1: Mascarillas con aberturas de tipo triangular

Para ambos casos (hipocicloides y poligonos) se comenzé con un ntmero de
lados igual a tres (deltoide y el triangulo) y se fue aumentando el nimero de uno en

uno hasta llegar a diez lados en cada caso.

Las mascarillas de tipo hipocicloide fueron disenadas a partir de la curva
resultante al gréaficar las ecuaciones (2.59), dichas graficas se realizaron en el
programa GeoGebra. Luego cada curva resultante fue manipulada mediante el Editor
de Gréaficos Vectoriales Inkscape, el cual nos permite dar las dimensiones deseadas
(como el ancho de linea y radio de la figura) para el experimento. El didmetro de
cada hipocicloide empleada es de  d=(1+0.05)mm 7y el ancho de linea (el contorno
de cada figura) es de a=(100+£0.2)um . Un ejemplo de las mascarillas con

abertura en forma de hipocicloide se muestra a continuacion:
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a) b)

Figura 3.2: Mascarillas con abertura de tipo hipocicloide

La Figura 3.2 corresponde a las mascarillas con aberturas en forma de hipocicloide
de 3 picos o deltoide, en el caso a) toda la figura deja pasar la luz y en el caso b) sélo

pasa por el contorno.

En el otro caso, es decir, las mascarillas con abertura en forma de poligonos
fueron disenadas a partir de poligonos generados mediante el Editor de Graficos
Vectoriales Inkscape y manipulando sus dimensiones con éste mismo programa. Las
aberturas empleadas para estas mascarillas tienen las mismas dimensiones que las del
caso anterior: didmetro d=(1+0.05)mm y ancho a=(100+£0.2)um . La Figura
3.1 muestra un ejemplo de las mascarillas de este tipo.

Las mascarillas fueron iluminadas con un Laser de He-Ne emitiendo a 632nm,
filtrado mediante un sistema formado por un expansor de 10X y un pinhole de 25um
y colimado con una lente de 35mm de longitud focal y 2.54cm de diametro. Cada
mascarilla fue colocada delante de la lente de colimacién y sobre el plano focal
anterior de una lente plano-convexa de 40c¢m de longitud focal y 2.54¢m de diametro.
Las imagenes de las distribuciones de intensidad fueron obtenidas mediante una
camara CCD (blanco y negro) colocada en el plano posterior de la ultima lente

mencionada. El esquema del arreglo experimental empleado se muestra en la Figura
3.3.
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Mascarilla

Laser He-Ne Camara CCD

Filtro
Espacial

Figura 3.3: Arreglo experimental para obtener las distribuciones transversales

de intensidad en la regién de Fraunhofer.

3.2 Patrones de Difraccion

En la presente seccion se muestran las distribuciones transversales de
intensidad obtenidas experimentalmente mediante el arreglo mostrado en la Figura
3.3, empleando las mascarillas disenadas, como se mencion6 en la Secciéon 3.1. Las
iméagenes estan agrupadas de acuerdo al niimero de lados de las aberturas.
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2) h)

Figura 3.4: Distribuciones de intensidad obtenidas experimentalmente para el caso de
aberturas poligonales, en todos los casos se considera que la abertura es toda la
superficie de la figura. Los poligonos considerados son: a)tridngulo, b)rombo,
¢)pentagono, d)hexdgono, e)heptiagono, f)octdgono, g)enedgono y h)decdgono.
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Figura 3.5: Distribuciones de intensidad obtenidas experimentalmente para el caso de
aberturas poligonales, en todos los casos se considera que la abertura es solo el
contorno de la figura. Los poligonos considerados son: a)tridngulo, b)rombo,
¢)pentagono, d)hexdgono, e)heptiagono, f)octdgono, g)enedgono y h)decdgono.
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h)

Figura 3.6: Distribuciones de intensidad obtenidas experimentalmente para el caso de
aberturas con forma de hipocicloides, en todos los casos se considera que la abertura
es toda la superficie de la figura. El ntimero de lados de las hipocicloides
consideradas son: a)3 lados, b)4 lados, ¢)5 lados, d)6 lados, €)7 lados, )8 lados,
g)9lados y h)10 lados.
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2)

Figura 3.7: Distribuciones de intensidad obtenidas experimentalmente para el caso de
aberturas con forma de hipocicloides, en todos los casos se considera que la abertura
es solo el contorno de la figura. El nimero de lados de las hipocicloides consideradas
son: a)3 lados, b)4 lados, ¢)5 lados, d)6 lados, €)7 lados, f)8 lados, g)9lados y h)10
lados.
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3.3 Conclusiones

En las figuras anteriores se muestran los patrones de difracciéon producidos por
mascarillas que tienen una abertura en forma poligonal. De éstas, observamos que las
distribuciones de la figura 3.5, correspondientes al caso en que la abertura por la que
pasa la luz es sélo el contorno de los poligonos, estan mejor definidas que las
distribuciones de las mascarillas donde la luz pasa por toda la superficie de los

poligonos, figura 3.4.

Notamos también que las configuraciones de los patrones obtenidos presentan
una mancha brillante en el centro y a su alrededor franjas brillantes y obscuras que
forman una especie de “picos”, donde el nimero de éstos coincide con el nimero de
lados si el poligono tiene un nimero de lados par, y es el doble si el niimero de lados
es impar. A partir del pentdgono, incisos c¢) de cada figura, la mancha central
comienza a tomar una forma circular y a partir del heptdgono, incisos e) de las
figuras, se comienza a formar un anillo alrededor de la mancha central, a medida que
el nimero de lados de los poligonos aumenta comienzan a aparecer mas anillos (cada
vez més circulares), de manera que las distribuciones producidas por un eneagono y
un decdgono, incisos g) y h), son bastante parecidas a la distribucién de una abertura
circular. Esto significa que a medida que aumentamos el ntimero de lados en el
poligono, el patron de difracciéon se acerca cada vez mas a un patrén de Airy.

En las figuras 3.6 y 3.7 se presentan los patrones de difraccion producidos por
mascarillas con aberturas en forma de hipocicloide, nuevamente notamos que al igual
que en el caso de los poligonos las distribuciones se definen mejor cuando la abertura

es so0lo el contorno de la hipocicloide, figura 3.7.

Si comparamos los patrones de las aberturas de 3 y 4 picos, incisos a) y b) de
cada figura, con los patrones del tridngulo y rombo, incisos a) y b) de las figuras 3.4
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y 3.5, notamos que son muy parecidos, la principal diferencia se observa para el caso
de 4 lados, donde las franjas de la distribucién son curvas y no rectas como en el caso
del rombo. A partir de la hipocicloide de 5 picos los patrones obtenidos no son
similares a los producidos por los poligonos, en estos casos los “picos” que se
observan no estan formados por franjas si no por manchas de son de menor
intensidad, ya que segin se observa la mayor parte de ésta se concentra en el centro
del patron, el cual a partir de la abertura de 5 lados tiende a una forma circular.
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Capitulo 4

Descripcion Numérica

Una manera de saber si los resultados obtenidos experimentalmente son
correctos o no es comparandolos con resultados obtenidos mediante algin programa
computacional. Asi, en este capitulo se muestran las distribuciones obtenidas
numéricamente y se hace la comparacion con los resultados obtenidos

experimentalmente y que fueron presentados en el capitulo anterior.

4.1 Desarrollo Numérico

Las distribuciones transversales de intensidad numéricas se obtuvieron con el
programa GNU Octave al aplicar el algoritmo de la Transformada Répida de Fourier
(FFT) bidimensional a cada mascarilla. Esto es valido ya que en nuestro caso sélo
nos interesa la distribuciéon de intensidad resultante en el campo lejano o regién de
Fraunhofer y que como se ve en la ecuacién (2.49) mateméticamente dicha
distribucién se obtiene aplicando la Trasformada de Fourier en 2 dimensiones al

campo incidente.
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4.2 Resultados Numeéricos
b)
e)

2) h)

Figura 4.1: Distribuciones de intensidad obtenidas numéricamente para el caso de
aberturas poligonales, en todos los casos se considera que la abertura es toda la
superficie de la figura. Los poligonos considerados son: a)tridngulo, b)rombo,
c)pentdgono, d)hexdgono, e)heptagono, f)octagono, g)enedgono y h)decigono.
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b) c)
) f)

g) h)

Figura 4.2: Distribuciones de intensidad obtenidas numéricamente para el caso de
aberturas poligonales, en todos los casos se considera que la abertura es solo el
contorno de la figura. Los poligonos considerados son: a)tridngulo, b)rombo,
c¢)pentagono, d)hexdgono, e)heptiagono, f)octagono, g)enedgono y h)decdgono.

40



Capitulo 4. Descripcién Numérica y Comparacion

4.2 Resultados Numéricos

2) h)

Figura 4.3: Distribuciones de intensidad obtenidas numéricamente para el caso de
aberturas con forma de hipocicloides, en todos los casos se considera que la abertura
es toda la superficie de la figura. El ntimero de lados de las hipocicloides
consideradas son: a)3 lados, b)4 lados, ¢)5 lados, d)6 lados, )7 lados, )8 lados, g)9
lados y h)10 lados.
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2) h)

Figura 4.4: Distribuciones de intensidad obtenidas numéricamente para el caso de
aberturas con forma de hipocicloides, en todos los casos se considera que la abertura
es solo el contorno de la figura. El nimero de lados de las hipocicloides consideradas
son: a)3 lados, b)4 lados, ¢)5 lados, d)6 lados, €)7 lados, f)8 lados, g)9lados y h)10
lados.
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4.3 Comparaciéon Entre Resultados Experimentales y

Numéricos

En esta seccion se muestran juntos los resultados obtenidos experimental y
numéricamente, éstos se encuentran agrupados de acuerdo al nimero de lados de
cada abertura; asi, por ejemplo, la figura 4.3 contiene las distribuciones obtenidas
para los cuatro tipos de aberturas de 3 lados considerados en este trabajo. Cada
figura consta de 4 columnas y 3 filas, en la primera fila se muestra el tipo de
abertura empleada, en la segunda fila las distribuciones experimentales y en la tercer

fila las distribuciones numéricas.
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a) b) c) d)

e) f)

i) )

Figura 4.5: Aberturas de 3 lados y distribuciones obtenidas experimental y

k)

numéricamente
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Figura 4.6: Aberturas de 4 lados y distribuciones obtenidas experimental y

numéricamente
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i) ) k)

Figura 4.7: Aberturas de 5 lados y distribuciones obtenidas experimental y

numéricamente
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k)

Figura 4.8: Aberturas de 6 lados y distribuciones obtenidas experimental y

numéricamente
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a) b) c) d)
i) )

Figura 4.9: Aberturas de 7 lados y distribuciones obtenidas experimental y

k)

numéricamente
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a) b) C) d)

k)

Figura 4.10: Aberturas de 8 lados y distribuciones obtenidas experimental y

numéricamente
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k)

Figura 4.11: Aberturas de 9 lados y distribuciones obtenidas experimental vy

numéricamente

20



Capitulo 4. Descripcién Numérica y Comparacion

4.3 Comparacion Entre Resultados Experimentales y Numéricos

a) b) c) d)
e) f)

i) ) k)

Figura 4.12: Aberturas de 10 lados y distribuciones obtenidas experimental y

numéricamente
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4.5 Conclusiones

Los resultados obtenidos numéricamente muestran una mayor definicién que
los obtenidos experimentalmente, esto es de esperarse ya que en una simulacion todas
las condiciones de un experimento se consideran como “ideales”, lo cual no ocurre en
realidad. En las figuras 4.2 y 4.4 que corresponden a los patrones observados cuando
la luz pasa sélo por el contorno de poligonos y de hipocicloides respectivamente,
notamos que aparecen mas franjas y mejor definidas que en el caso experimental.
Para el caso de aberturas en forma de poligonos se puede ver de una manera mas
detallada en el ntimero de “picos” formados por las franjas, figura 4.2, incluso se
observa que a medida que aumenta el nimero de lados del poligono éstos tienden a
“doblarse” un poco como se ve en los incisos g) y h) de la misma figura.

En cuanto a los patrones generados por aberturas hipocicloides también vemos
que aparece una mayor cantidad de manchas y que estan distribuidas de manera
simétrica respecto del centro del patrén, figura 4.4.

En las figuras 4.5 a 4.12 se hace finalmente la comparacion entre los
resultados numéricos presentados en la primera parte de este capitulo y los obtenidos
experimentalmente y mostrados en el capitulo anterior. De esta comparacion vemos
que las distribuciones experimentales son bastante parecidas a las obtenidas mediante

la simulacion, siendo la tnica diferencia la resolucién de los patrones.

Notamos también que atn con una ligera curvatura en los lados de las
aberturas las distribuciones sufren cambios significativos, los cuales se observan mas

a partir de aberturas de 5 lados.
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Capitulo 5

Conclusiones

Las mascarillas con aberturas poligonales e hipocicloides disefiadas para
cumplir con los objetivos de este trabajo de tesis no representaron una dificultad
considerable en su elaboracion, la mayor limitante con la que uno se enfrenta es la
resolucion de la maquina con la que se imprimen las mascarillas. Con las mascarillas
construidas se generaron sus patrones de difraccion, los cuales fueron obtenidos para
la superficie y el contorno de las figuras poligonales e hipocicloides. Después de
realizar la comparacion de las diferentes distribuciones de intensidad se concluyd que
se obtiene una mayor resolucién de la imagen del patron de difraccién cuando la luz
pasa a través del contorno de la abertura.

Las diferentes distribuciones de intensidad obtenidas experimentalmente
presentan un comportamiento similar en cuanto al ntimero de “picos” que van
apareciendo conforme se aumenta el nimero de lados de la abertura. Observando que
el nimero de lados tanto de los poligonos como de las hipocicloides coincide con el
nimero de picos de los patrones si la abertura tienen un nimero de lados par y es del
doble si el nimero es impar, ademés a medida que aumenta el nimero de lados de las
aberturas los patrones se van pareciendo al producido por una abertura circular.

Para realizar la comparacion entre resultados experimentales y numéricos se realizo
un programa en GNU Octave, el cual reproduce satisfactoriamente los resultados
experimentales, y se observa de manera mas detallada partes de los patrones que no
aparecen en el caso experimental debido a la saturacion de la cdmara CCD con la
que se tomaron las fotografias. Finalmente se observa que las distribuciones sufren
cambios considerables ain cuando a simple vista las aberturas tienen la misma

forma.
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TRABAJO A FUTURO

* Obtener una expresion matematica que describa los patrones de difraccion de

las aberturas hipocicloides.
* Analizar la propagacion de los patrones de difraccion de aberturas poligonales.

* Analizar la propagacion de los patrones de difraccion de aberturas

hipocicloides.
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