Unidad 7

Aplicacion de maximos
Yy minimos

Objetivos
Al terminar launidad, el aumno:

Interpretara el concepto deingreso y costos marginal.
Aplicaralafuncién de ingresos en problemas de maximizacion.
Aplicara la funcion de beneficios en problemas de maximizacion.
Aplicaralafuncién de costos en problemas de minimizacion.






Introduccién

representar algun criterio paratomar decisiones. Por gjemplo, si unafuncion

simboliza las utilidades, 10s ingresos, costos o0 € nivel de contaminacion
de una empresa, y se expresa en términos de aguna variable que afecte su
comportamiento, esavariable debe sel eccionarse adecuadamente por lapersonaque
va a tomar una decision con ¢l fin de conseguir un objetivo preestablecido.

Haciendo alusién alo anterior, si un gecutivo de una compafiia tiene interés
en establecer una estrategia que incremente las utilidades, debe seleccionar una
variable que afecte a esas utilidades; si efectia un estudio en el cua descubre
gue la cantidad de dinero que se gasta en publicidad impacta positivamente alas
utilidades, entonces debe formular su estrategia de manera que la publicidad sea
parte importante para incrementar las ventas, ademas de hacerle posible poner
limites ala cantidad de dinero que debe gastarse.

Cuando un proyecto econdémico se lleva a cabo, tal como la obtencion de
un nivel especifico de produccion, hay normalmente varias posibilidades para
reaizarlo. Sin embargo, una (o algunas) de estas opciones serd mas deseable
que otra desde € punto de vista de quien rediza un estudio, por lo que ésta
es la esencia del problema de optimizacién, elegir, sobre la base del criterio
seleccionado, lamejor aternativa.

El criterio mas comin para elegir aternativas en las ciencias sociales tiene
como objetivo maximizar algo (la ganancia de una empresa, la utilidad que
tiene un producto o servicio para un consumidor, etc.) o minimizar (el costo de
produccioén total o de un producto dado). Econdmicamente, se clasifica a esos
problemas de maximizacion o minimizacion bajo € titulo de optimizacion, que
debe entenderse como la busqueda de lo mejor. No obstante, mateméticamente,
los términos méximo y minimo no implican una optimizacién. Es por €lo que
el término general para mé&ximo y minimo como conceptos matematicos, se
designa mas apropiadamente como valores extremos.

En matematicas aplicadas, las funciones linedes y no lineales pueden

7.1. Maximizacion de beneficios

Cuando se formula un problema de optimizacién primero hay que definir
la funcion objetivo, en la cual la variable dependiente representa el objeto a
maximizar o minimizar y € conjunto de variables independientes indica los
elementos que afectan de manera directa o indirecta, los cuales han de tomar
ciertos valores dependiendo del problema que se trate.

Uno de los objetivos fundamentales de una empresa es lograr e méaximo
beneficio (o utilidad, denotado por la letra U). La utilidad o beneficio que espera
una empresa es la cantidad monetaria que ha de ganar a vender sus productosy
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obtener un ingreso 1(x) por esaventa, menos|a parte que corresponde a solventar
los gastos (costos C(x)) necesarios parallevar a cabo la produccion.

U=1(x)-C((x

Resulta obvio que para determinar la utilidad es un requisito conocer tanto
el nivel de ingresos que tiene la empresa como €l nivel de costos en el que
incurre para producir.

El ingreo 1(x) estaen funcidn de lacantidad de productos vendidos, es decir,
se vende x cantidad de productos aun determinado precio p. En el momento en el
cual la cantidad de articul os que se vende se multiplica por su precio, setieneun
monto monetario que caracterizaal ingreso de la empresa, es decir:

1¥) = (P)(X)

La empresa siempre espera vender la mayor cantidad de articulos que le
sea posible a fin de obtener ¢l maximo de ganancia, pero también es cierto
que si desea vender tales montos, lo hara con e objetivo de reducir d maximo
los costos en los que incurre a llevar a cabo su ciclo productivo, es decir, la
empresa espera optimizar sus recursos a maximizar su beneficio y minimizar
US CoH0sS .

Maximizar ¢l beneficio de cualquier empresa implica:

1. Maximizar el ingreso, es decir, vender la mayor cantidad de articulos
posibles, con un nivel de costos constante.

2. Maximizar €l ingreso y reducir € nivel de costos.

3. Minimizar los costos y mantener constante su nivel de ventas de forma
gue su ingreso no se vea afectado.

Naturalmente, el punto dos seria € ideal para una empresa, pero es € mas
dificil de lograr, por lo que es comun buscar rutas alternativas para que se
cumplan en lamedida delo posiblelos puntos 1y 3.

Como puede observarse, cuando se quiere maximizar ¢l beneficio se tienen
dos posibilidades para lograrlo: minimizar los costos 0 maximizar e ingreso.
Este punto es importante para recalcar que para maximizar el beneficio es
necesaria en la mayoria de las ocasiones una maximizacion del ingreso, punto
clave para obtener las mayores ganancias posibles.

En ocasiones no es tan importante sélo conocer los niveles de utilidad o
beneficio total de un empresa, sino que interesa mas ¢l impacto en las utilidades
ante pequefias variaciones en los insumos, es por eso que al maximizar o
minimizar cobrarelevanciala marginalidad de una funcion

Por gemplo, para una empresa es relevante conocer en qué monto se
incrementaran sus costos cuando tiene que producir mayor cantidad de bienes, o
bien en qué cantidad se incrementaran sus utilidades cuando crecen sus ingresos.
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Asi, lo que interesa conocer es el ingreso marginal, €l costo marginal y, por
lo tanto, la utilidad marginal .

Generalmente, si el ingreso total se iguala al costo total, la utilidad o beneficio
serd cero, pero s @ ingreso marginal se iguala a costo marginal, la utilidad
sera maximizada o minimizada (v€ase la figura 7.1). Por gjemplo, una compaiiia
dedicada a la fabricacion y comercializacion de sillas, vende usualmente una
cantidad determinada de sillas x, con un nivel dado de costos (C(x)) eingreso (1(x))
y por agunarazédn llega avender unasillamés, ante esta Situacion, S suponemos
que la compafiia incrementa su ingreso més de |o que crecen sus costos, entonces
debevenderselasillaadiciona. Si en vez deello el ingreso crece menos delo que
incrementan sus costos, la silla no debe ser vendida, pero si @ incremento en €
ingreso seigualaa incremento en e costo, d vender unasillamés, se mantiene la
ganancia anterior y no se ganani se pierde por esaventa adicional.

Recordemos que a determinar el méximo de una funcion se debe obtener
la primera derivada de la funcion para que de esa manera se encuentre la parte
marginal, posteriormente se iguala a cero para resolver algebraicamente la
ecuacion a fin de encontrar el valor de la variable requerida. Una vez que se ha
resuelto la ecuacion se obtiene la segunda derivada para comprobar s existe un
maximo, lo cual ocurre cuando € valor dela segunda derivada es negativa. En €l
caso de la utilidad, para que ésta sea maxima serequiereque | "< C".

Costo

P recto marginal

Ingreso
marginal

» X

Figura 7.1. Utilidad mé&xima en costo marginal igual aingreso marginal.

Hemplo 1

La demanda de un articulo que produce una compafiia varia con el precio 279
que ésta cobra por € articulo. La compariia determind que los ingresos totales
anuales I(x) (en miles de pesos) son una funcion del precio p (en pesos).
Especificamente:

I(p) = —50p? + 500p
a) Determinemos ¢l precio que debe cobrarse con ¢l fin de maximizar

los ingresos total es.
b) ¢Cudl es el vaor de los ingresos anual es totales?
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Soludon: @) La funcion gque se nos proporciona es la de ingresos totales,
los cuales dependen del precio, mostrandose una funcion que no es lineal
(cuadrética). La primera derivada de la funcién de ingresos es:

| '(p) = — (2)50p + 500 = —100p + 500

Esta funcion muestrael ingreso marginal. Al igualar a cero paracumplir con
la condicion de primer orden tenemos:

~100p +500=0
= @ =5
100

El precio que la compatfiia debe cobrar a fin de que el ingreso se maximice
es de cinco pesos por unidad.
Para verificar que existe un maximo, se obtiene la segunda derivada:

I "(p) = 100
| "(5)=-100<0
Al observar que €l valor obtenido mediante la segunda derivada es negativo,
se comprueba que existe un maximo sobre I(p) enp = 5.
b) El valor delosingresostotal es anual es se encuentrasustituyendo el precio
que garantiza la maximizacion en lafuncién de ingresos totales.
[(5) = -50(5)? + 500(5) = -50(25) + 2 500 = —1 250 + 2 500 = 1 250
[(5) =1250

Podemos esperar que |os ingresos anuales totales sean maximos en $1 250
miles de pesos cuando la compafiia cobra cinco pesos por unidad.
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La funcion tiene la siguiente grafica:

I(p) ¥

11200
-+1000
T 800

T 600,

(5,1250) Lamaximizacion del ingreso se da
al tener uningreso de 1 250 miles
de pesos y haber vendido a 5 pesos
cadaarticulo.

1(p) = — 50p* + 500p

2 4 6 8 0 12 14
| | | | | 4 X

Figura 7.2. Maximizacion del ingreso de una compafiia.

Hemplo 2

Una dependenciagubernamental de una ciudad ha estado experimentando con
laestructurade preciosdel pasgje en el sistemadetransporte publico de microbuses.
Abandoné laestructurade precios por zona, enlaqueel precio variabadependiendo
del nimero de zonas a través de las cudes cruza € pasgjero. El nuevo sistema
requicre precios fijos en el cual el pasajero puede viajar a cualquier punto de la
ciudad por el mismo precio.

La dependencia realiz6 una encuesta entre los ciudadanos para determinar
¢l numero de personas que utilizaran ¢l sistema de microbuses si el precio fijo
es igua para diferentes distancias. A partir de los resultados de la encuesta,
los analistas de sistemas determinaron una funcion de demanda aproximada
que expresa €l numero de pasgjeros diarios como funcion del precio a cobrar.
Lafuncién de demandaes:

x(p) = 1 000 — 125p

Donde x es €l nimero de pasgjeros a diay p es el costo en pesos.

a) Determinemos ¢l precio que debe cobrarse con ¢l fin de maximizar el 281

ingreso diario a partir del precio del pasgje.

b) ¢Cud es el ingreso maximo esperado?
c) ¢Cuéntos pasgjeros d dia se esperaque vigien a pagar estatarifa?
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Solucion: &) El primer paso es determinar una funcion que establezca el
ingreso en funcion del precio p. Larazén por lacua se seleccionap como variable
independiente es que el problemaesdeterminar e precio que producirael ingreso.
Ademas, se consideraal precio como unavariable de decision, unavariable cuyo
valor puede ser decidido por |a dependencia gubernamental .

La expresion para determinar los ingresos totales es 1(p) = (p)(X)

En este caso, | estd dado como funcién de dos variables, py x. Lafuncién
de demanda establece una relacion entre las variables p y x, donde la demanda
X se expresa en términos del precio p. Si sustituimos la funcion de demanda
en la férmula para calcular el ingreso total |, € ingreso queda en funcion del
precio, con ello tenemos:

X(p) =1 000-125p
I(p) = px(p)
[(p) = p(1 000 — 125p) = 1 000 p — 125p?

En este momento contamos con una funcion de ingresos con respecto a
precio. Su primeraderivada es:

['(p) =1000-(2)125p=1000- 250 p
Igualando a cero obtenemos:
1000-250p =0

1000
~ 250

Calculamos la segunda derivada para comprobar la existencia de un
maximo:

1" (p) =—250

1"(4)=—250<0
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Existe un méximo para | (p) cuando p = 4, es decir, los ingresos diarios seran
maximizados cuando se cobre una cuota fija de cuatro pesos.

b) Obtenemos el ingreso maximo esperado al sustituir el precio que
maximiza el ingreso.

1(4) = 1 000(4) — 125(4)?= 4000 — 125(16) = 4 000 — 2 000

1(4) = 2 000

Como el precio se indica en pesos, |0s ingresos diarios maximos esperados
son de dos mil pesos.

¢) El nimero de pasgj eros que se espera cada dia con unatarifa p de cuatro
pesos, |0 encontramos sustituyendo € valor de p en la funcion de demanda:

p=4
x(p) = 1 000 — 125p = 1 000 — 125(4) = 1 000 — 500 = 500

Con una tarifa de cuatro pesos se obtiene un ingreso maximo de dos mil
pesos, con quinientas personas que viajan.

La grafica que representa lo anterior es:

I(p) (4,2 000)
L op- == —mmm =
11500 La maximizacion del ingreso se da al
tener un ingreso de 2 000 y haber
L o0 cobrado 4 pesos por viaje.

I 500

I(p) = — 125p° + 1 000p
8 9

1 2 3 4 S 6 7
| | | | | | |

p
Figura 7.3. Maximizacion del ingreso de una dependencia gubernamental.
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Hemplo 3

Una empresa que se dedica a prestar servicios de consultoria sobre aspectos
publicitarios a diversas empresas que desean incrementar sus ventas anunciando
sus productos en diversos medios realizo encuestas acerca de los costos de
publicidad y determiné que las funciones de costos a tomar en cuentalos costos
de publicidad y de demanda de servicios de consultoria, son:

C(X) = 1 200 + 25x — 0.0001x2 p(X) = 55— ——
1000
Donde en la funcién de costos, C(x) es e costo de prestar x servicios al
considerar los costos de publicidad, y en lafuncion de demanda p es el precio de
cadaservicio que se presto y x es el nimero de servicios prestados.

a) Determinemos el nimero de servicios que maximizala ganancia.
b) Calculemos € precio que garantiza la maximizacién de la ganancia si €l
precio esté en miles de pesos.

Soludon: @) Como se proporciona unafuncién de demanda es necesario que
la expresemos como una funcién de ingresos, quedandonos:

1(¥) =xp(¥)

X
P() = 551000

X X2
[(X) =x p(X) =X| 55— = 55x -
(¥ =xp() [ 1000} 1000
Obtengamos la primera derivada de las funciones de costo e ingreso para
calcular las funciones de costo marginal e ingreso marginal y recordemos
gue la maximizacion involucra que el costo margina se iguale a ingreso
284 marginal, por lo que tenemos:

El costo marginal es C '(x) = 25 — (2)0.0001x = 25 —0.0002x

2X e X
1000 500

El ingreso margina es| '(x) = 55—
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Por lo tanto, el ingreso margina esigual a costo margina cuando:

55— = 25 0,0002x
500
Despejando y resolviendo para encontrar X tenemos:

55_2521_0_0002)(; 55_25= L_%X(SOO)
500 500 500

~ x  0Ix x-0Ix 0.9x
T500 500 500 500
_ 0.9x

" 500

0.9x = (30)(500) = 15 000

15000
X=

0.9
X =16 666.67 = 16 667

30

Con objeto de comprobar que se produce un méaximo, calculamos la
segunda derivada

C"(x) = —0.0002

1
1"(X) = ———= =-0.002
%)= 500
Aqui observamos que cuando la compafiia presta 16 667 servicios de
consultoria, la utilidad serd maximizada dado que | "' (16 667) < C" (16 667).
b) Obtenemos el precio que maximizala gananciasustituyendo la cantidad
de unidades producidas en la funcién de demanda:

x =16 667

p(16 667) = 55— 207 _55_ 16667 =38.333
1000

El precio que garantiza la maximizacion de la utilidad con 16 667 servicios
de consultoria prestados es de $38 333.

285



286

Unidad [

Hemplo 4

Una compafiia realizd un estudio sobre sus ingresos y los costos en los
que ha incurrido a fin de maximizar su ganancia. Si las funciones de costos y
demanda que encontro la firma son:

C(9=380000+5x— Xy prg=350— X
100 50
donde en la funcion de costos, C(x) es € costo de producir x unidades, y en

la funcion de demanda p es e precio de ventay x es e nimero de unidades
vendidas.

a) Determinemos el nivel de produccion que maximizala ganancia.

b) Caculemos € precio que garantiza la maximizacion de laganancia.

¢) Obtengamos el ingreso total, el costo total y lautilidad total partiendo de
los val ores que maximizan la ganancia.

Soludon: @) Como se proporciona una funcion de demanda, es necesario
expresarla como una funcion de ingresos, quedandonos:

1(¥) =xp(x)
p(x) = 350 =
1(X) =x p(x) =X (350—%j =350x—35—)§

Cuando calculamos la primera derivada tenemos que:

El costo marginal esC'(x) =5— 22X _g_ X
100 50
, , 6X
El ingreso marginal es|'(x) = 350—5

Si igualamos & ingreso marginal a costo margina obtenemos:

350 & _5 X
50 50
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350_5=9%X_ X
50 50

_6x_ X _6x-x_5x
50 50 50 50

345 X
50
5x = (345)(50) = 17 250
17 250
X="—
5
x = 3450

Para comprobar que se produce un méaximo, calculamos la segunda derivada:

C"(¥) = =
50
I"(x) = 3
25
ComoU"(X) =1"(X) —C" (X) < 0 paratodos los valores de X, se produce

un maximo, es decir, cuando la compafiia produce 3 450 unidades, la utilidad
serd maximizada

b) Caculamos el precio que maximiza la ganancia al sustituir la cantidad
de unidades producidas en la funcién de demanda:

X=3450

p(3 450) = 350 —

% =350-207 =143

El precio que garantiza la maximizacion de la utilidad con un nivel de
produccion de 3 450 unidades es de $143. 287

c) El costo tota, el ingreso total y la utilidad total son:

3 450)
C(3 450) = 380 000 + 5(3 450) — (Chio))
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=380000 + 17 250 — %020500 =397 250 — 119 025

C(x) =278 225
El costo total que garantizala maximizacion de lautilidad es de 278 225.

35 707 500

_ (3)(3450)° _
1(3450) = 350(3 450) — ~2> >~ = 1207 500~
(3 450) (3 450) = =0

=1207500-714 150
1(3450) =493 350
El ingreso total que garantizala maximizacion de la utilidad es de 493 350.
Como lautilidad esladiferenciaentre e ingreso total y el costo total:
U=1(X) —C(X) =493 350278225
U=215125

Con un nivel de produccién de 3 450 unidades vendidas aun precio de $143,
la utilidad que se obtendra es de $215 125.

Hercicio 1

1. Unacompafiadeterminé que los ingresos totaes estén en funcion del precio
cobrado por su producto. La funcién de ingresos totaes es 1(p) = — 25p* + 875p.
Donde p esel precio en pesos.

a) Determinaéd precio que maximizalosingresos totales.
288 b) ¢Cud esel ingreso méximo?

2. Lafuncién de demanda de una compafiia es x(p) = 50 000 — 25p

En donde x es el nimero de unidades demandadas 'y p es €l precio en
pesos.
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a) Determinael precio que debe cobrarse para maximizar 10s ingresos
totales.
b) ¢De cuantas unidades se espera que seala demanda?

3. Las funciones de costo y de demanda para un empresa dedicada a la
venta de seguros de vida son:

X
C(X) = 680 — 4x + 0.01x? X)=12 - —
) P(x) 500

Donde p es precio, x numero de unidades.

a) Determinae nivel de produccién que maximizalautilidad.
b) Obtén el precio que maximizalautilidad y por tanto |os ingresos.
¢) Calculael ingresototal, el costo totd y la utilidad.

4. Una compafiia hotelera realizé diversas encuestas entre sus huéspedes
acerca de las comodidades que les agradaria tuvieran esos hoteles. Con ello,
establecio unafuncion de costos considerando tales requerimientos y, al mismo
tiempo, determiné una funciéon de demanda de sus servicios a fin de conocer
qué tan benéfico resulta para los hoteles introducir mejoras v de esa manera
maximizar sus utilidades. Las funciones de costo y precio son:

C(x) = 1450 + 36x + 0.01%2 p(X) = 60— 0.01x

Donde x es el nimero de huéspedes que debe tener € hotel paramaximizar la
gananciay p es e precio que debe cobrarse por habitacion por dia

a) Determinala cantidad de huéspedes que debe haber para maximizar
la ganancia.

b) Cdculad precio que ha de garantizar lamaximizacion de la ganancia.

c) Obtén el ingreso total que ha de obtener € hotel, asi como el costo
total y la utilidad.

5. Lafuncion de utilidad para unacompafiiaesU(x) = —4x2 + 2 000x — 1 000.
Donde x es € nivel de produccion.

a) Determina el nivel de produccién necesario para maximizar las
utilidades.
b) Cdculala utilidad méxima.
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6. Un vendedor en un estadio de futbol determiné que la cantidad de dinero
que gastan |os espectadores en las concesiones depende del nimero de puestos
de concesionarios que trabajen. Lafuncion es I(x) = —20x? + 400x

En donde 1(x) son las ventas de |os concesionarios por juego (en cientos de
pesos) y x es el nimero de puestos en operacion.

a) Determina el nimero de puestos que tendré por resultado las ventas
Maximas por juego.
b) El valor maximo de las ventas.

7.2. Minimizacion de costos

Dentro de una empresa, y casi en cualquier actividad que realizan los
individuos, se tienen que hacer gastos para adquirir o producir algo. Esos gastos
involucran un desembolso en términos monetarios que se realiza para satisfacer
alguna necesidad. Tales gastos son considerados como costos, los cuales, si se
piensa en una empresa, s¢ refieren a los pagos que han de hacerse al personal
ocupado, las materias primas y otros insumos que son necesarios para realizar
una actividad que va encaminada a la obtencion de un producto o servicio y
cuya produccion esta encaminada a satisfacer diversas necesidades para los
individuos. En ¢l caso de los individuos, ¢l costo se¢ reficre a todo desembolso
gue tienen que hacer para satisfacer sus necesidades.

Unaempresa, al fabricar productos, incurre en ciertos costos que dependeran
delacantidad de productos que f abricadebido aque, segin el nivel de produccion
gue mantenga, sera requerida més cantidad de insumos y mano de obra. En
ese sentido, se mangja una funcion de costo total C(x), donde C es funcion de
x (la cantidad de produccién).

Lo importante para una empresa es que sus costos sean |0 més pequefios
posibles, es decir, lo que siempre se busca es minimizar e costo, ya sea el
costo total o e costo promedio (por unidad). Si 1o que se busca es minimizar
el costo promedio, la condicién basica que debe cumplirse esiguaarse € costo
margina a costo promedio.

Andlogamente al caso de maximizacion del ingreso o de la utilidad, la
minimizacion implica que a tenerse una funcion de costo total, se debe obtener
la primera derivada para definir el valor que minimiza a tal funcién igualando
a cero para conocer la solucion algebraica de la ecuacion y posteriormente
obtener la segunda derivada que debe tener un valor positivo que garantice
laminimizacion.
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El costo promedio debe considerarse como e costo de producir unaunidad y
se calculadividiendo el costo total entre el nimero total de articulos producidos.
De esta manera se tiene:

Costopromedio= C (x) = %X)
como C',,(x) :w para minimizarlo se tiene xC' () — C(x) = 0 de
donde C'(x) = C(X) ~C_(X)
Hemplo 5

Una empresa desea reducir sus costos lo mas posible a fin de obtener mayores
utilidades y hacer que el precio de sus articulos sea més bajo que los de la
competencia y posicionarse de mejor manera en el mercado. Para ello calcula
que €l costo de produccion de x articul os es:

C(X) = 2600 + 2x + 0.001x2

a) Determinemos € nivel de produccién en € cua sera minimo e costo
promedio.
b) Calculemos el costo promedio y el costo total.

Soludon: @) Lafuncion de costo total es C(x) = 2 600 + 2x + 0.001x?, por
lo que para encontrar € nivel de produccion que minimiza el costo obtenemos
la primera derivada quedando:

C'(x) = 2 + (2)0.001x
C'(X) = 2 + 0.002x

Esta primera derivada define al costo marginal. Como se quiere minimizar
el costo promedio es necesario igualar € costo promedio a costo marginal.
El costo promedio es:

C(x) 2600 2x 0.001X
X X X

C( ) 2600

Cn()=——
C,(X)=——==——+2+0.001x

Igualando C* (x) con C_(x):
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2 600
X

2+0.002x = + 2+ 0.001x

Al resolver tenemos:
2-2+0.002x—0.001x = 2290
X
2 600
X

X2 :@:2 600 000
0.001

X=+/2 600 000 =1612.4515 =1 612

0.001x =

Para comprobar que este nivel de produccion es un minimo se obtiene la
segunda derivada de la funcion de costo promedio.

Lafuncion de costo promedio es:
C (%)= 2 600
X
La primera derivada es:
C.'(x) = (-1)2 600x * +0.001=—2 600x * + 0.001
La segunda derivada es:
C."(x) =—-(-2)2 600x * =5 200x"°

2
Cm”(x)=5XSO >0

+2+0.001x = 2 600x * + 2+ 0.001x

Se puede observar que en € resultado de la segunda derivada a sustituir
cualquier valor positivo de x, € resultado siempre serd positivo, lo que garantiza
laexistenciade un minimo. De aqui se puede apreciar que el nivel de produccion
necesario paraminimizar e costo promedio es de 1 612 unidades.

b) Con una produccion de 1 612, calculamos el costo promedio y el
292  costo total.
El costo promedio minimo es:

C (1612 =250
1612

+2+0.0011 612)=1.6129+2+1.612

C (1612) = 522
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El costo promedio minimo por articulo es de $5.22.
El costo total es C(1 612) = 2 600 + 2(1 612) + 0.001(1 612)?
C(1612) =8 422.544

El costo total al producir 1 612 articulos es de $8 422.5.

Hemplo 6

Una compafiia dedicada a la elaboracion de anuncios publicitarios decidio
establecer una estrategia para reducir sus costos y, de esa manera, ademas de
asegurar que seincrementen sus utilidades, reduce e precio paralos contratantes
del servicio. Después de realizar diversos estudios, la compafiia obtuvo la
siguiente funcion de costo:

C(x) =10000 + 25x + x2
X es nimero de unidades
a) Determinemos el nimero de servicios que minimiza el costo promedio.
b) Calculemos el costo promedio minimoy el costo total.

Solucién: @) La funcién de costo marginal se obtiene con su primera
derivada:

C'(x) =25+ 2x
El costo promedio es:

C(x) 10000 25x X
C,(x) = E(): . + » +?

10 000

+25+ X

Cn(¥)=

Igualando C'(x) con C_(x) tenemos:
25+ 2x= 10 000
X

+25+ X

25— 25+2Xx—X= 10 000
X
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x? =10 000

X =+/10 000 =100
Calculamos la segunda derivada de la funcién de costo promedio para
comprobar que este nivel de produccion es un minimo.

10 000 +25+x=10 000x* + 25+ x

Lafuncién decogo promedioes C,(X) =
LaprimeraderivadaesC '(x) =(-1)10 000x ? +1=-10 000x * +1
LasegundaderivadaesC_" (X) = ——2)10 000x * = 20 000X °

" 20 000
Cm (X) = XS

Si sustituimos cualquier valor positivo de X, el resultado siempre sera
positivo, lo que garantiza la existencia de un minimo. De aqui se puede apreciar
gue el nimero de anuncios publicitarios necesario para minimizar el costo

promedio es de 100.

b) Con un nimero de anuncios publicitarios de 100, se calcula el costo
promedioy el costo total.

12880 +25+1(100) = 100 + 25 + 100

El costo minimo promedioes C,, (100) =
C,(100) = 225
El costo promedio minimo por anuncio es de $225.

El costo total es C(100) = 10 000 + 25(100) + (100)2

C(100) = 22 500

294
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Hercicio 2
2
1. Con la siguiente funcion de costo C(x):45+§+% donde x es la

cantidad de unidades producidas

a) Determina la cantidad de unidades producidas que minimizan el
costo promedio.
b) Cdculael costo promedio minimoy el costo total.

2. Sabiendo que x es la cantidad producida de una empresay que setiene
2

- X
lafuncion de costos C(x)= 24X + ——
0 Vx 8 000
a) Determina la cantidad de unidades producidas que minimizan € costo
promedio.
b) Calculael costo promedio minimoy € costo total.

3. Con lafuncion de costos C(x) = 150 000 + 100x + 0.003x? donde x es
la cantidad de unidades producidas

a) Determinala cantidad de unidades producidas que minimizan € costo
promedio.
b) Caculael costo promedio minimoy el costo total.
2
4. Una compariia cuenta con la funcion de costos C (x)= 200+ X 1 50x
donde x es la cantidad de unidades producidas 5

a) Determina la cantidad de unidades producidas que minimizan el
costo promedio.
b) Caculael costo promedio minimoy el costo total.

5. Unatienda departamental determiné que sus utilidades disminuyeron a
pesar de tener incrementos en su ingreso, por lo que encargé a departamento
de planeacion que investigara las causas. Después deredlizar lainvestigacion se
concluyé que los costos se incrementaron por la mala gecucion de los planes
de venta, lo cual produjo que disminuyera la cantidad de articulos que estén a
laventay se mantuvieran més tiempo en almacén. Esto incremento e costo de
almaceén, por o que se hizo larecomendacién de que se corrigieran lasfallasy de
esa manerareducir los costos. Se encontro la siguiente funcion de costos:

C(x) =2 000 + 10x + 0.01x3, donde x es la cantidad de articulos ala venta.

a) Determina la cantidad de articulos que deben venderse a fin de
reducir 10s costos promedio.
b) Caculael costo promedio minimoy el costo total.
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Hercicios resueltos

1. Lasfunciones de costo y demanda en unatienda departamental son:
C(x) =900 + 110x— 0.1x%,  p(x) = 260 — 0.2x
Donde x es € nimero de articulosy p(x) representa el precio por articulo.

a) Determinemos el nimero de articul os que maximizala ganancia.
b) Caculemos e precio que garantiza la maximizacion de laganancia.

Solucion: &) Si expresamos la funcion de ingreso como una funcion de
|a demanda, tenemos:

1(X) = xp(x)
p(x) =260 — 0.2 X
[(X) = X (260 — 0.2x) = 260X — 0.2X2
El costo marginal es C'(x) = 110 —(2)0.1x = 110 — 0.2x
El ingreso marginal es |'(x) = 260 — (2)0.2x = 260 — 0.4x
Igualamos el ingreso marginal al costo marginal y tenemos:
260 —0.4x = 110—0.2x
260 — 110 = 0.4x — 0.2x

150 = 0.2x

150
X=—=—
0.2

X=750
296 Calculamos la segunda derivada:

C"(x) =—0.2

["(x) =-0.4
Como son negativos es méaximo.
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Cuando la tienda departamental vende 750 articulos, la utilidad serd
maximizada

b) Obtenemos el precio que maximiza la ganancia
x =750
p(750) = 260 — 0.2(750) = 260 — 150 = 110
El precio que garantiza la maximizacion de la utilidad con 750 unidades

vendidas es de $110 por unidad.

2. Paralas siguientes funciones de costo y demanda de una empresa:

C(x) =10 000 + 48x — 0.01x%,  p(x) =90 — 0.05x
Donde x es € nimero de unidadesy p(x) representa el precio por unidad.

a) Determinemos el nivel de produccion que maximizala ganancia.
b) Calculemos €l precio que garantizala maximizacion de la ganancia.

Soludon: @) Como se proporciona una funcion de demanda, es necesario
expresarla como una funcion de ingresos, quedando:

1(X) =xp(x)
p(x) = 90 — 0.05x
[(X) = x(90 — 0.05x) = 90x — 0.05x*
[(X) = 90x — 0.05x?
El costo marginal es C'(x) = 48 —(2)0.01x = 48 — 0.02x
El ingreso margina es 1'(x) = 90 — (2)0.05x = 90 — 0.1x

Cuando igualamos el ingreso marginal a costo marginal obtenemos:
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90 - 0.1x = 48 — 0.02x
90 - 48 = 0.1x — 0.02x
42 = 0.08x

42
X=——"
0.08

x =525

Comprobamos que hay un maximo a calcular la segunda derivada:
C"(x) =—0.02
1"(x) =—0.1

Con un nivel de produccion de 525 unidades, |a utilidad serd maximizada.

b) El precio que maximiza la ganancia se obtiene al sustituir la cantidad de
unidades producidas en la funcién de demanda.

x =525
p(525) = 90 — 0.05(525) = 90 — 26.25 = 63.75

El precio que garantiza la maximizacion de la utilidad con 525 unidades
producidas es de $63.75 por unidad.

3. El nimero de ddlares del costo total de fabricacidn de x relojes en una
fébricaestadado por C(x) =1 500 + 3x + x?

298 a) Determinemos la cantidad de relojes que minimiza el costo promedio.
b) Caculemose costo promedio minimoy el costo total.

Soludon: &) Obtenemos su primera derivada:

C'(x)=3+2x
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2
El costo promedio es C_(X) _C(Q _1500 3x x°
X

X X X

1500

C.(x)= +3+X

Igualamos C'(x) con C_(X):

x?=1500
X=+/1500=38.7298 = 39

Comprobamos que este nivel de produccion es un minimo, a obtener la
segunda derivada de la funcion de costo promedio.

1500+3+x:1 500%x ' +3+ x

Lafuncion de costo promedio es C,, (X) =
Su primeraderivadaes C ' (x) =(-1)1500x ? +1=-1500x > +1
LasegundaderivadaesC_" (x) = —(-2)1 500x > = 3 000x°

C "(x) = 3 0:)0
Se garantiza la existencia de un minimo dado que x es positiva. De aqui
se puede apreciar que el nimero de relojes necesarios para minimizar el costo

promedio es de 39.

b) Con un nimero de rel ojes producidos de 39, se calcula el costo promedio
y €l costo total.

1500

El costo minimo promedio es C_, (39)= 5 +3+39=38.46+42

C.(39) = 80.46
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El costo minimo promedio por reloj producido es de $80.46.
El costo total es C(39) = 1500 + 3(39) + (39)2

C(39) =3138
El costo total al producir 39 relojes es de $3 138.

4. S C(x) es el costo total por fabricar x sillas, y tenemos:
C(X) = x2 + 40x + 800

a) Determinemos la cantidad de sillas que minimiza el costo promedio.
b) Calculemos el costo promedio minimoy e costo total.

Soludén: @) Calculamos la primeraderivada C'(x) = 2x + 40

2
El costo promedio es C,,(X) :%:X_Jr@Jr@

X X X

Cm(x):x+40+@
X

Igualamos C'(x) con C(x):

2X+40= X+ 40+@

X

40— 40+ 2x - x:@
X

x* =800
Xx=+/800 = 28.28 =28
Obtenemos la segunda derivada de la funcion de costo promedio.

300

Lafuncion de costo promedio es C,, (X) = X+ 40+@ = X+ 40+800x "
X

Laprimeraderivadaes C ' (X) = 1+ (~1) 800x * =1-800x

Lasegunda derivadaes C_'(X) = —(~2) 800x * =1 600x°
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" 1600
C. (= N

Se garantiza la existencia de un minimo dado que x siempre es positivo. El
numero de sillas necesarias paraminimizar el costo promedio es de 28.

b) Con un nimero de sillas producidas de 28, se calcula e costo promedio
y €l costo total.

El costo minimo promedio es C,, (28)= 28+ 40+ 82—2;) =68+ 28.57

C, (28) = 96.57

El costo minimo promedio por silla producida es de $96.57.
El costo total es C(28) = (28)% + 40(28) + 800
C(28) =2 704

El costo total a producir 28 sillas es de $2 704.

Hercicios propuestos
1. Conlas funciones de costo y demanda:
C(x) =680 + 4x + 0.01x2; p(x) =12

a) Determina e nimero de articulos que maximizalaganancia.
b) Calculael ingreso que garantizala maximizacion de laganancia

2. Empleando las funciones de costo y demanda:
C(x) =x3—2x2+ 200x + 1000 p(x) = 1400 — 2x

a) Determinae nimero de articulos que maximizalaganancia.
b) Calculael precio que garantiza la maximizacién de la ganancia
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3. Con lafuncion de costos C(x) = 10 500 + 30x + 10x

a) Determinala cantidad de producto que minimiza el costo promedio.
b) Calculael costo promedio minimoy el costo total.

4. Empleando lafuncion de costos C(x) = 20 500 + 300x + 25x?
a) Determina la cantidad de articulos producidos que minimiza el

costo promedio.
b) Caculael costo promedio minimoy el costo total.

Autoevaluacion
1. Con lasfunciones de costo y demanda:
CX)=2¢-3x+4 p(x)=29
El nimero de articul os que maximizala gananciaes:

a 8
b) 18
c) 6
d 4
2. Empleando las funciones de costo y demanda:
C(x) =800 —80x + 0.0002x*>  p(x) = —20-0.0008x

El nimero de articul os que maximizala gananciaes:

a 60000

302 b) 70000
) 30000

d) 65000

3. Con las funciones de costo y demanda:

CX)=x2—-5x+8 p(x) =125
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El nimero de articul os que maximizala gananciaes:

a 60
b) 65
c) 50
d) 70

4. Conlafuncién de costos C(x) = 0.02x2+ 28x + 200 lacantidad de producto
gue minimiza el costo promedio es.

a 100
b) 200
¢ 150
d) 300

5. Empleando lafuncion de costos C(x) = 0.1x2 + 10x + 1 000 la cantidad de
articul os producidos que minimiza el costo promedio es:

a 270
b) 75
¢ 150
d) 100

6. Con lafuncion de costos C(x) = 500 + 20x + 5x? la cantidad de producto
gue minimiza el costo promedio es:

a 1
b) 10
c 12
d) 15
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Respuestas a los ejercicios

Hercicio 1

1. @) El precio que maximizalosingresos totaleses 17.5.
b) El ingreso maximo es de 7 656.25.

2. @) El precio que debe cobrarse para maximizar losingresos es de 1 000.
b) Se espera que la demanda sea de 25 000 unidades.

3. @) El nivel de produccion que maximizala utilidad es de 667.
b) El precio que maximizala utilidad es de 10.66.
¢) El costo total es de 2 460.89, el ingreso total es de 7 114.22 y la
utilidad de 4 653.33.

4. a) La cantidad de huéspedes que debe haber para maximizar la ganancia
es de 600.
b) Se debe cobrar un precio de 54.
¢) El ingreso total es de 32 400, el costo total es 26 650 y la utilidad
5 750.

5. @) El nivel de produccion debe ser de 250.
b) Lautilidad maxima es 249 000.

6. @) El nimero de puestos que debe haber es 10.
b) El valor méximo de ventas es 2 000.

Hercicio 2 305

1. @) Lacantidad de unidades que minimizan el costo es de 159.
b) Se tiene un costo promedio de 1.06 y un costo total de 169.64.

2. @) Setienen 400 unidades que minimizan € costo.
b) Hay un costo promedio de 0.15 y un costo total de 60.
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3. @) Deben producirse 7 071 unidades.
b) El costo promedio esde 142.4y € costo total de 1 007 097.1.

4. 8) Una cantidad de 32 unidades minimiza el costo.
b) Existe un costo promedio minimo de 62.65 y un costo total de
2004.8.

5. @) Se deben vender 46 articulos.
b) El costo promedio minimo es 74.64 y e costo total 3 433.36.

Respuestas a los ejercicios propuestos

1. @) El nimero de articulos que maximiza la ganancia es de 400.
b) El ingreso que maximizala ganancia 4 800.

2. @) El nimero de articulos que maximiza la ganancia es 20.
b) El precio maximizador de la ganancia es 1 360.00

3. @) Lacantidad de producto que minimiza el costo es 32.
b) El costo promedio minimo es 678.12 y e costo total 21 700.

4. @) La cantidad de articulos producidos necesarios para minimizar €l
costo es 29.
b) Se tiene un costo promedio minimo de 1 731.89 y un costo total
de 50 225.

Respuestas a la autoevaluacion

a)
c)
b)
a)
d)
b)
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