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Guia 2: Polinomios de Taylor para funciones de dos variables

Los polinomios de Taylor son una herramienta central para encontrar aproximaciones
numéricas de funciones y es por ello que desempeiian un papel importante en muchas areas de
la matematica aplicada y computacional.

Cuando se introdujo el calculo diferencial para funciones de dos variables se vio que la
aproximacion lineal desempefia un papel esencial, tanto por una razéon geométrica (encontrar
la ecuacion del plano tangente) como por una razoén analitica (encontrar valores aproximados
de las funciones).

Si f'es diferenciable en (x,,y,) sabemos que la funcion lineal L de ley

L(x,y) = 1 (x,¥0) + [ (X0, Yo )x = x0) + [, (%, o )V = V)

es una “buena” aproximacion de f(x,y) cuando (x,y) estd “cerca” de (x,,,).

(o-y0, flxo-yn))
L4

z= Lz, 1)

La funcién L recibe también el nombre de polinomio de Taylor de 1° grado generado por fen
el punto (x,,,)-

Siguiendo la misma idea que fue utilizada para funciones de una variable, queremos

ahora obtener una formula que nos permita, en los alrededores del punto (x,,y,,f(x,,%,)),
aproximar a la funcion f a partir de una funcion polinomial de 2° grado. Es decir, queremos
hallar un polinomio Q(x,y)=ax’ +by’> +cxy+dx+ey+g de manera que éste sea una

“buena” aproximacion de f(x,y) cuando (x,y) estd “cerca” de (x,,y,). Naturalmente, es de

esperar que los coeficientes a, b, ¢, d, e, g de este polinomio estén relacionados con las
derivadas parciales de la funcion fen el punto (x,,,), como ocurre en el caso de una funcion
de una variable.

Consideremos la funcién f:U < R*> — R definida en el abierto U. Supongamos que
(xy,¥,)€U y que f tiene derivadas parciales segundas continuas en U. Entonces, el
polinomio

Q(x,y>=L(x,y>+§(<x—xo>2fxx<xo,yo>+2<x—x0><y—y0>fxy<xo,yo>+(y—yom,y(xo,yo))



es una buena aproximacién cuadratica de f en los alrededores de (x,,y,). Este polinomio

recibe el nombre de polinomio de Taylor de 2° grado generado por f'en el punto (x,,y,).

Observacion: Quien esté familiarizado con la notacion matricial puede expresar Q de de la
siguiente manera:

1 S (X0 20) fxy(XO’yO) X=X
Q(an’):f(xoayo)"‘Vf(xo’yo)x(x_xoay_yo)+5(x_x0 Y=o fyx(x()’y()) fyy(x()’yo) =y,

La matriz que aparece en esta ultima expresion se llama matriz Hessiana y se la nota
H(x,,y,). Su estudio nos permite caracterizar los extremos locales de la funcion f.

(zo-y0, J(xo-y0))
v

2= Qz,y) .7 A

(o-y0, Slxo-10))
K4

e=Qz,y) -~
= J(z,v)

z = Lz, ,(.ﬂ

Actividad 1:

Verifica que Q tiene las mismas derivadas parciales de primer y segundo orden que f'en el
punto (x,,,)-

Actividad 2:

a) Encuentra los polinomios de Taylor L y O, de primer y segundo grado

respectivamente, generados por f(x,y)= e enel punto (0,0).

b) Grafica f; L y Q en un mismo sistema.



La formula del error para aproximaciones lineales

Como en funciones de una variable, en el caso de funciones de dos variables también
la funcidn error tiene su expresion. Para el caso de la aproximacion lineal se tiene que

E ) =2 (=00 £ () 4 266300~ 1) (20 + (0= 3, ()

donde (c,,c,) es algin punto en U en el segmento que une (x,,y,) con (x,)).

Actividad 3:

Demuestra que si f yy‘ estan acotadas en U entonces el error E(x, y) entre los

Sab Lo

valores de la funcion /'y su linealizacion L en un punto (x, y)€ U satisface la desigualdad

b b

|ﬂxwh%Mh—%Hw—%W

donde M es una cota superior para | Sacb o)

fyy‘ en U.

Férmula de Taylor para funciones de varias variables

En, por ejemplo [2], pgs 189 a 193, pueden encontrar la extension de estos resultados a
funciones de varias variables y la demostracion del teorema de Taylor para funciones de dos
variables.

La formula general para funciones de dos variables queda expresada asi (jno asustarse!):

S(x,) :f(xoayo)+((x_xo)fx(xoay0)+(y_yo)fy(xoaJ’o))"'

1

+5((x_x0 )zf;rx(xo’yo)+2('x—x0)(y_y0)fxy('x0’y0)+(y_y0 )zfyy(xo’yo))—i_

" (n+1)! dy

a n
—+(r= )a—j f

Y
(x0,50)

{22

(xoF+e(x=x),y9+c(¥=10))

*)

donde el ultimo término corresponde a la expresion de la funcion error £y los términos
anteriores corresponden al polinomio de Taylor de grado < generado por f'en el punto

(%0, ¥0)-
Ejemplo1
Determinar una aproximacion cuadratica para la funcion f(x, y) = senxseny alrededor del

origen. ;Cuan precisa es la aproximacion si |x| <0ly | y| <0,1?

Solucion: En la ecuacion (*) consideramos n=2:

" Ejemplo 1, pg. 1058, del libro Calculo, varias variables de G. Thomas, 11ma. Edicion.



1
F(2)= 0+, (0.0)+ 3, 0.0+ (2 £, (0,00 + 257, (0,0) + y* £, (0,0)) +
+ ; (£ (cxsc0) + 357, (cxs00) 4330 £ (cx,c0) + 1 £, (eX )
Calculando tenemos que f(0,0) = f,(0,0) = £,(0,0)= /.. (0,0) = f,,(0,0)=0; 1, (0,0) =1.
Entonces resulta que
senx seny = xy

El error en la aproximacion es:

1
E(x,y)= 5 (x3fm (ex,cy)+ 3x2yfxxy (cx,cy)+ 3xy2fxyy (ex,cy)+ y3fm (cx, cy)). Las terceras
derivadas estan acotadas por 1 ya que son productos de senos y cosenos. Ademas |x| <01y

|y| <0,1. Por lo tanto:

|E(x,y)| < %(0,13 +30,1°0,1+3 0,10,1> +0,1° )= 20,13 <0,00134

Por lo tanto si |x| <01ly | y| <0,1 cuando tomemos la aproximacion cuadratica en lugar de la

funcion f'para estimar el valor f(x,y), el error no excederd a 0,00134.

Actividad 4

1) Utilizar la férmula de Taylor para f en el origen para encontrar aproximaciones lineales y
cuadraticas de f'cerca del origen. Representa graficamente la funcion /'y sus aproximaciones.

1) f(x,y)=xe" i) f(x,y)=e" In(1+y)
il) f(x,y)=e"cosy iv) f(x,y)=sen(x>+y*)
2) Obtener la siguiente formula aproximada para calcular x* con (x, y)cercanos al (1,1):
x' =xy—y+1
3) Obtener la formula aproximada

cos X 1( Z—yz)

~l——

Cos y 2

para (x, y)cercanos al (0,0).
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