Capitulo 1

Conjuntos convexos

1.1. Conceptos basicos.

Dados x,y € R", se define
[,y ={ A+ (1—-ANy|0<A<1} (segmento cerrado),
(z,y) ={ x4+ (1—-Ny | 0< A< 1} (segmento abierto),

y andlogamente definimos los segmentos semiabiertos [z, y), (z,y].
Un subconjunto A C R™ se dice convexo si Vx,y € A, [z,y] C A. Son ejemplos de
conjuntos convexos:

s Un subespacio afin de R™.

» Una bola abierta: B(x,7) = {y € R" | ||z — y|| < r}, centrada en € R" y de radio
r > 0 (por la desigualdad triangular).

= Dado B C S"!(x,r) = 0B(x,r), el conjunto B(x,r) U B es convexo. En particular,
B(z,r) = S" Y(z,r) UB(z,r) es convexo.

Una funcién f: A — R definida en un convexo A C R" se dice conveza (ver figura 1.1) si

FOz+ 1 =Ny) <Af@)+ 1 =Nfly), Va,yeAVrelo,1].

f se dice concava si —f es convexa, es decir, si la desigualdad anterior se da para la
desigualdad contraria. Se define el epigrafo y el hipografo de f: A — R como

epi(f) = {(z,y) € AxR |y > f(z)} CR".
hipo(f) = {(z,y) € AxR |y < f(z)} c R*L.
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Figura 1.1: Gréafica de una funcién convexa.

Lema 1.1.1 Sea A C R"™ convexo, y f: A — R una funcidn.

1. Si f es convexa, entonces epi(f) es un convero de R" 1.
2. Si f es concava, entonces hipo(f) es un convero de R"*1.
Demostracion. 2 es consecuencia directa de 1. Veamos 1: Dados (x1,y1), (z2,y2) € epi(f)
y A€ [0,1],
(4) (B)
fOz1 + (1= Naz) < Af(w1) + (1= A)f(z2) < Ayn+ (1= Ny,

donde en (A) hemos usado que f es convexa, y en (B) que (x;,y;) € epi(f) y A € [0,1].
Por tanto, A(x1,y1) + (1 — A)(x2,y2) € epi(f). O

Proposicién 1.1.1

(1) Si{A;}icr es una familia arbitraria de conjuntos convexos de R™, entonces NijcrA; es
vacio o convewo.

(2) Si f: R™ — R™ es una aplicacion afin y A C R™, B C R™ son conjuntos convexos,
entonces f(A) es convero de R™ y f~1(B) es vacio o convezo de R".

(3) Si A,B C R™ son convexos y A € R, entonces A+ B, AA son converos. Ademds, si
A, i >0, enotonces (A + p)A = NA + pA.

Demostracion. 1 es por comprobacion directa de la definicién de convexo. Veamos 2: Como
fesafin, f(z) = Az +bcon A € Myxn(R) y b € R™. Dados z1,z2 € R" y A € [0, 1],

A (x1)+(1=N) f(z2) = AM(Az1+0)+(1-X) (Aze+b) = A(Az1+(1-N)z2)+b = f(Ax1+(1—N)x2).
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Si tomamos x1,x2 en el convexo A, entonces el miembro de la derecha anterior estd en
f(A) luego f(A) es convexo. Y si tomamos x1,z2 en f~1(B), entonces el miembro de la
izquierda estd en B (por ser B convexo) luego Az + (1 — \)ag € f~1(B), es decir, f~1(B)
es convexo.

Para el apartado 3, sean z,y € A+ By ¢ € [0,1]. Por definicién de suma afin de
conjuntos, podemos escribir x = a; + b;, y = ay + b, con az,ay € A, by, by € B. Asi,

dx+ (1 —=0)y =0(az +bz) + (1 —6)(ay + by) = [6ag + (1 — 6)ay] + [6bz + (1 — I)b,].

Por ser A y b convexos, los corchetes anteriores estdn en A y B respectivamente, luego
A 4+ B es convexo. La convexidad de AA es también un cédlculo directo y la dejamos al
lector.

Terminaremos probando que (A+ p)A = AA + pA: la inclusién es cierta para cual-
quier subconjunto de R™ (sélo usa la propiedad distributiva). Para el reciproco, tomemos
z € M + pA. Asi, z = Az + py para ciertos z,y € A. Discutimos casos:

A+ p=0. Como A\, u > 0, entonces A = p = 0 luego AA + pA y (A + p)A se reducen a
{0}
A+ p # 0. En este caso,

7
T+
A p A+ p

z=Xr+py=A+p) yl .

Como los coeficientes de la combinacion lineal dentro del corchete son no negativos
y suman 1, la convexidad de A asegura que el corchete anterior estd en A. Por tanto,
z € (A4 p)A.

|

Tomemos A C R™ convexo y r > 0. Como B(0,7) es convexo, el apartado (3) de la
Proposicién 1.1.1 implica que A + B(0, ) es convexo. Pero

A+BO,r)={z=a+b|acA,lb| <7"}(;){:UER" | d(z, A) <1},

donde () se prueba facilmente por doble inclusién: Si x = a +b € A+ B(0,r), entonces
d(z,A) = infyead(z,d’) < d(z,a) = ||(a+b) —al = ||b]| < r. Reciprocamente, si x € R"
cumple d(z, A) < r entonces existe a € A tal que d(x,a) < r,y por tanto x = a+ (r—a) €
A+ B(0,r).

Definicién 1.1.1 Dado A C R" y r > 0, al conjunto U(A,r) = A+ B(0,r) se le llama
entorno tubular abierto de A de radio r. Por lo anterior, U (A, r) es convexo si A lo es.
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Figura 1.2: Combinacion lineal convexa de 3 y 4 puntos.

Corolario 1.1.1 Si A C R" convexo, entonces A es convezxo.

Demostracion. A = {x € R" | d(x, A) =0} = Npsof{z € R™ | d(z, A) <1} = Npsold (A, 7).
Ahora sélo hay que aplicar la convexidad de U(A,r) y el apartado (1) de la Proposi-

cién 1.1.1. O
Definicion 1.1.2 Diremos que x € R” es combinacion lineal convexa de x1,...,x, € R"
si existen A1,...,A; € R no negativos con Zle AN=lyzxz= Zle AiTi.

Algunos comentarios sencillos:

(k = 1): El conjunto de combinaciones lineales convexas de cualquier x € R" se
reduce a {z}.

» (k=2): x € R" es combinacién lineal convexa de z1,x2 € R" siy sélosi z € [x1, x2].

» (k=3): Sixi,ze,x3 € R" son afinmente independientes, entonces = € R™ es combi-
nacién lineal convexa de x1,x2,x3 si y solo si z estd en el tridngulo cerrado de R"
con vértices x1,x2, 3.

» (k = 4): Si x1,x9,23,24 € R" son afinmente independientes, entonces x € R™ es
combinacién lineal convexa de x1, 9,3, x4 siy solo si x estd en el tetraedro sélido
cerrado de R™ con vértices x1, x2, T3, T4.

Definicién 1.1.3 Sea A C R"™ no vacio. La envolvente convera de A, conv(A), es el
conjunto de puntos de R™ que pueden escribirse como combinacion lineal convexa de una
cantidad finita de puntos de A.
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Una forma intuitiva de ver la envolvente convexa de un conjunto finito A de puntos en el
plano, es imaginar una banda elastica estirada que los encierra a todos. La elasticidad de
la banda hard que ésta tome eldstica de la envolvente convexa de los puntos de A. Dicho
de forma algo méas geométrica, en este caso y si no todos los puntos de A estan alineados,
entonces su envolvente convexa corresponde a un poligono convexo cuyos vértices son
algunos de los puntos del conjunto inicial de puntos.

Volviendo a la situacién general, de la definicién se tienen:

» A C conv(A).

» Si A C B, entonces conv(A) C conv(B).

» conv(A) es convexo: dados z,y € conv(A) y A € [0, 1], existen 1, ..., Tk, Y1,---,Ym €
k k
AN A e o > 0con > A =30 =10 N =@, Y iy =
y. Por tanto,

k m
Ar+ (1 - Ny = )‘Z)‘imi +(1 —)\)Z,uiyi,
i=1

i=1
y basta ver que la combinacion lineal anterior de k 4+ m sumandos es convexa, es
decir, que sus coeficientes son no negativos y suman 1. Lo primero es evidente, y

k

AN N HA=N)D mi=A 1+ (1-N)1=1
=1

i=1
Proposicion 1.1.2 Sean A, B C R" no vacios.
(1) Si A es convexo, entonces A = conv(A).

(2) conv(A) es la interseccion de todos los conjuntos converos' de R™ que contienen a A.

(3) conv(A) + conv(B) = conv(A + B).

Demostracion. Para (1), ya sabiamos que A C conv(A). Reciprocamente, supongamos que
A es convexo y veamos que conv(A) C A. Si z € conv(A) entonces existen x1,...,z, € A,
A, ..., A\ >0 con Zle Ai=1y Zle Aix; = . Razonamos por induccién sobre k:

= Si k=1, es evidente que z € A.

» Si k=2, entonces = € [x1,22] C A (por ser A convexo).

! Mejoraremos este resultado bajo la hipétesis de compacidad para A, probando que en este caso conv(A)
es la interseccién de todos los semiespacios cerrados de R™ que contienen a A. Esto serd consecuencia del
Teorema 1.6.1.
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» Supongamos por hipétesis de induccién que si y € conv(A) se escribe como combi-
nacién lineal de menos de k puntos de A, entonces y € A. Tomemos = € conv(A)
como arriba. Si A\ = 0, entonces podemos aplicar a x la hipétesis de induccién luego

r € A Si Ay = 1, entonces \; = ... = A\y_1 = 0 luego x es combinacién lineal
convexa de un sélo punto de A, luego x € A. Supongamos ahora que A\ € (0,1).
Entonces,

k k—1
i
T = Z Nil; = (1 — )\k) Z qxz + Ak
i=1 =1

El miembro de la derecha es combinacién lineal convexa de Z;:ll i f;\k x; v de xp.

Como A es convexo, bastard probar que Zi:ll T :\ZA;C xr; € A para que z esté en A. Pero

k=1 )\ . ST . .
Yot To5, Ti €s combinacién lineal convexa de x1,...,x5_1 € A, luego por hipdtesis

de induccién, Zf;ll 13‘—3%9% € A. Esto prueba el apartado (1).

Para el apartado (2), llamemos D(A) a la interseccién de todos los convexos de R™ que con-
tienen a A. Como A C conv(A) y conv(A) es convexo, entonces D(A) C conv(A). Recipro-
camente, sea C C R" convexo con A C C. Tomando envolventes convexas, conv(A) C
conv(C) = C (por el apartado (1)). Como C' es cualquier convexo conteniendo a A, con-
cluimos que conv(A) C D(A). Esto prueba (2).
Para (3), veamos primero que conv(A + B) C conv(A) + conv(B):

Dado x € conv(A+B), existen ay,...,a; € A, by,...,bp € B, A1,..., A\t > 0con Zle A =
1y SSF Niai + b)) = . Asi,

k k k
T = Z Ai(a; +b;) = Z A\ia; + Z Aib; € conv(A) + conv(B).
i=1 i=1 i=1

Reciprocamente, veamos que = + y € conv(A + B) Vz € conv(A), y € conv(B):
Existen ay,...,ax € A, b1, ..., by € By A1, oo, Ay i1y - -+ o = OCOHZ§:1)\Z. — Zz‘il#i —
Lix= 2?21 i ey =00 pubi. Asi,

m k k m
T+y= Zuj (Z /\iaz‘> + (Z )\z‘) (ZM@) = Z Aipj(a; + bj).
j=1 i=1 i=1 i=1

=1,k
Jj=1,....m

El miembro de la derecha es una combinacién lineal convexa de a; + b; € A+ B, ya que
los coeficientes A;ji; son no negativos y suman 1. Por tanto, z +y € conv(A + B) y (3)
estd probado. O

Sabemos que si A C R™ y & € conv(A), entonces = es combinacién lineal convexa de
puntos de A. Pero jexiste una cota superior sobre la longitud de esta combinacién lineal?
Veamos antes un lema previo.
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Lema 1.1.2 z1,...,x; € R™ son afinmente dependientes si y solo si existen aq,...,qx €
k k =
R no todos nulos tales que Y ;. yo; =0y > " a;x; = 0.

Demostracion. Si los puntos z1,...,xr € R™ son afinmente dependientes, entonces los
vectores xo—x1,...,Tr—x1 son linealmente dependientes. Por tanto, existen Ao, ..., Az € R
no todos nulos tales que

k k
0= Z)\,(:L‘l —x1) = Z)\ixi + a1z,
i=2

i=2
donde a1 = — 25;2 A;. Llamamos «; = A\; Vi = 2,...,k, que cumplen las condiciones
deseadas.
Reciprocamente, supongamos que existen «aq,...,ar € R no todos nulos tales que

Zle a;=0y Zle o;z; = 0. Entonces,

k k k
E ai(z; — 1) E ;T — E o |21 = E a;x; + ajx; = 0,
i=2 i=2 i=2
luego los vectores xo — x1,...,xr — x1 son linealmente dependientes. O

Teorema 1.1.1 (Caratheodory) Si A C R" y x € conv(A), entonces x es combinacion
lineal convexa de puntos de A afinmente independientes (en particular, no mas den+1).

Demostracion. Seax € conv(A), que sera de la forma = = Zle \;T; para ciertos oy, ..., T
A, M,..., ;> 0con Zle Ai = 1. Elegimos esta combinacién lineal lo mas corta posible,
en particular A\; > 0 para todo ¢. Por reduccion al absurdo, supongamos que 1, ..., x; son
afinmente dependientes. Por el Lema 1.1.2, existen aq,...,a; € R no todos nulos tales
que Zle a; =0y Zle a;x; = 0. Salvo reordenacién de los indices, podemos suponer
que

Ak
= mm{— | a; > 0}.
ag Q;
Si escribimos & como combinacion lineal convexa de x1,...,2r_1 tendremos una contra-

diccién (se habia supuesto la combinacién original lo més corta posible).

k k—1
(1.1) x:Z)\ixi:Z <)\ - — ):UH—Z o + N X-
i=1

i=1
Los dos ultimos términos en el miembro de la derecha suman cero, ya que

k-1

Ak )\k Mz =
E — X + AT = g ;T + akack = E a;z; = —0=0.
: O
=1 ’L—].
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Por tanto, sélo nos queda ver que el primer término del miembro de la derecha de (1.1) es
una combinacién lineal convexa.

k—1 \ k—1 k—1 \ A A
k k k k
(- o) = <in+xk> . (xﬁzak%) SR
=1 =1 =1
luego sélo queda ver que cada coeficiente \; — g—ﬁai es no negativo:

= Sia; > 0, entonces i—i < % luego \; — i—iai > 0.

s Si a; =0, entonces A\; — g—iai =\ > 0.

» Si oy <0, entonces ;\TIZ >0> % luego 2—20@ < \;.

a

Nuestro siguiente objetivo es comprender como se comporta la envolvente convexa
frente a propiedades topoldgicas bdsicas como el interior, clausura, compacidad, etc. Ne-
cesitamos dos lemas previos.

Lema 1.1.3 Sean A C R" convezo, x € int(A), y € A. Entonces, [z,y) C int(A).

Demostracion. Discutiremos dos casos.

CasoI: ye A. Sea z = Az + (1 — A\)y con A € (0,1] cualquier punto de [z,y). Como
x € int(A), existe p > 0 tal que B(z, p) C A. Si vemos que B(z, \p) C A habremos
terminado este caso.

Dado w € B(z,Ap) = z + AIB%(@, p), existe u € B(@, p) tal que w = z + Au. Asi,
w=MA+1=-Ny|l+ du=Ax+u)+(1—-N)y. Comoz+u € B(z,p) CA, yc Ay
A es convexo, concluimos que w € A.
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Caso II: y € A — A. Veamos primero que [z,y) C A. Sea z € [z,y). Si 2 = z tenemos
z € int(A) como queriamos. Supongamos entonces z € (z,y), y por tanto existe
A€ (0,1) tal que z = Az + (1 — N)y. Como x € int(A), existe p > 0 tal que

B(x,p) C A. Como y € A, existe a € ANB(y, ﬁp), luego a = y + ﬁv para algun
v E B(ﬁ, p). Despejando (1 — \)y y sustituyendo en la ecuacién de z, obtenemos
z = Az —v) + (1 — N)a, que es una combinacién lineal convexa de z — v, a. Como
x—v € B(x,p) C A, a € Ay A es convexo, deducimos que z € A, y por tanto
[z,y) C A.

Finalmente, dado z € [z,y), el parrafo anterior permite aplicar el caso I a [z, z) luego
[,z) C int(A). Como esto es cierto Vz € [z,y), concluimos que [z,y) C int(A).

Lema 1.1.4 Dados x1,...,x € R™, A\,..., A\ ER yr >0, se tiene:
k k
B (Z )\7;.’131',7“) C Z/\iB (xi,r) .
i=1 i=1

Demostracion. Dado y € B (Zle )\ixi,r>, existe u € B(0,r) tal que y = Zle i + u.
Por tanto, y = Zle Aix; + (Zle )\i) u= Z?:l Xi(x; +u) € Zle AiB (4, 7). O

Proposicion 1.1.3 Sea A un subconjunto de R™.

(1) Si A es convezo, entonces int(A) y A son convezos (supuesto que int(A) # @ ).
(2) Si A es abierto, entonces conv(A) es abierta.

(3) Si A es acotado, entonces conv(A) es acotada.

(4) Si A es compacto, entonces conv(A) es compacta.

(5) Si A es convexo e int(A) # O, entonces int(A) = int(A) y int(A) = A.

Demostracion. Para el apartado (1), supongamos que A es convexo y sean x,y € int(A).
Por el Lema 1.1.3, [z,y) C int(A). Como y € int(A), entonces [x,y] C int(A) luego int(A)
es convexo. Por otro lado A es convexo por el Corolario 1.1.1.

Veamos el apartado (2). Sea z € conv(A). Asi, existen x1,..., 25 € Ay A\,..., A >0
tales que 2?21 Ni=lyz= 2?21 Aiz;. Como A es abierto, existe r > 0 tal que B(z;,r) C A
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Vi=1,...,k. Sivemos que B(z,7) C A concluiremos que z interior a A y esto probard (2).
Usando el Lema 1.1.4,

k k
B(z,r) =B (Z )\z‘CUu?“) C Z)\JB% (xi,7) C conv(A).
i=1 i=1

Para el apartado (3), si A es acotado existe r > 0 talque A C IB%(@, r) luego conv(A4) C
conv(B(0,7)) = B(0,7) luego conv(A) es acotado.
Para el apartado (4), consideremos el simplex estdndar en R™1:

n+1
A" =L\, A1) ERMTE N >0V, Z)\i =1}.
=1

A" es un compacto de Rt (es cerrado y acotado). Consideremos el producto cartesiano
AL = Ax "D« Ay la aplicacién

n+1
1 1
FrAMTE AT SR F( e A, 81, ) = Y A
i=1

Asi, conv(A) es la imagen de f por el Teorema de Caratheodory. Como A es compacto,
A" x A7+ también es compacto. Como f es continua, concluimos que f(A™ ! x A+l) =
conv(A) también es compacto.

Terminamos con el apartado (5). La inclusién int(A) C int(A) es trivial (y no necesita
ninguna hipétesis sobre A). Reciprocamente, supongamos que A es convexo con interior

no vacio, sea z € int(A) y veamos que z € int(A). Tomemos xy € int(A). Si z = 2y no hay
nada que probar. Supongamos entonces z # xo. Como z € int(A), existe r > 0 tal que
B(z,r) C A. Consideremos el punto

r Z—X —

w=z+ € B(z,r) C A

2|z — ||
Aplicando el Lema 1.1.3 concluimos que [z, w) C int(A) (aqui estamos usando la convexi-
dad de A). Por otro lado, despejando z de la definicién de w obtenemos z = Azg+ (1 —\)w
donde A\ = ;r—or € (0,1), de donde z € (xp,w) C [xp,w) C int(A). Esto prueba la

primera igualdad de (5). En cuanto a la segunda, que int(4) C A es evidente (y no usa
ninguna propiedad de A). Reciprocamente, supongamos que A es convexo con interior no
vacio y tomemos zg € int(A) como antes. Dado z € A, el Lema 1.1.3 y la convexidad de
A implican que [xg, z) C int(A). Por tanto, z es limite de puntos del interior de A, luego
z € int(A). O
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Nota 1.1.1 No es cierto que si A C R" es cerrado entonces conv(A) sea necesariamente
cerrada. Como contraejemplo podemos considerar A como la unién de una recta r en R?
con un punto x( exterior a r; en este caso, conv(A) es la banda semiabierta bordeada por
r y la recta paralela 7’ a r que pasa por g, unién con {zo} (Figura 1.3 izquierda).

r

Figura 1.3: Aunque A C R? sea cerrado, conv(A) no tiene porqué serlo.

Otro contraejemplo es el conjunto A = {(£n, L) | n € N}, cerrado de R?. Sin embargo,

conv(A) no es cerrado ya que el eje de abscisas estd en conv(A) — conv(A) (Figura 1.3
derecha).

1.2. Proyeccién sobre un conjunto convexo

Proposicion 1.2.1 Sea A C R™ un conjunto no vacio, cerrado y convexo. Dado x € R",
existe un unico pa(x) € A que minimiza la distancia a x, i.e., tal que d(x,pa(z)) = d(z, A).

Demostracién. Veamos la existencia. Empezamos eligiendo r > 0 tal que A N B(z,r)
es un compacto no vacio. Consideramos la funcién distancia d,: A N B(z,r) — [0, 00),
d.(2z) = d(z, z). Como d, es continua sobre el compacto A NB(z,r), admitird un minimo
zc ANB(x,7).

Este z es el punto p4(x) buscado: siy € ANB(x,r) entonces d(x,y) = du(y) > du(2) =
d(z,z). Y siy € A—B(z,r), entonces d(z,y) > r > d(x, z). Por tanto, infyec 4 d(z,y) >
d(x, z), es decir, z minimiza la distancia de x a A. Notemos que no hemos usado que A es
convexo.

Para la unicidad, supongamos que z1, 22 € A minimizan d(z, A). Consideremos el punto
medio z de [z1, 22], que estd en A por ser A convexo. Veamos que z también minimiza

d(z, A):

1 1
(z21 — 29,0 — 2) = (21 — 29, @ — 5(731 +29)) = §<z1 — 29,2 — z1 — 29))
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Figura 1.4: Encontrando z = pa(z).

Sustituyendo 21 — 20 = (x — 22) — (x — 21) y 2x — 21 — 20 = (x — 21) + (x — 22) en la
tltima expresién obtendremos (21 — 22,2 — 2) = 5 (||z — 22||2 — ||lz — z1||*) = L (d(z, A)? —

A
d(z,A)?) = 0. Esto nos dice que el tridngulo zzzo es rectdngulo en el vértice z. Por el
Teorema de Pitagoras,

lz = 2[|* < [lz = 2[* + [z — 22/ = [l — 22|* = d(z, A)*.
Como z € A, se da la igualdad en la cadena anterior, luego z = z3 y por tanto z; = 2z9. O
Nota 1.2.1 El reciproco de la Proposicién 1.2.1 es cierto, se conoce como Teorema de
Bunt-Motzkin (1934-35): Sea A C R™ cerrado tal que Yz € R"™, existe un unico a(x) € A

con d(xz,a(x)) = d(z,A). Entonces, A es convexo. No probaremos (ni usaremos) este
resultado, que puede encontrarse en el Teorema 1.2.4 de [2].

Definicion 1.2.1 Sea A C R™ un conjunto no vacio, cerrado y convexo. Se define la
proyeccion métrica sobre A, pa: R™ — A, como la aplicacién que a cada z € R™ le asocia
el tnico p4(x) € A tal que d(z,pa(z)) = d(z, A).

Proposiciéon 1.2.2 Sea A C R™ un conjunto no vacio, cerrado y convexo.
(1) Siz e R"— A, entonces pa(x) € 0A.

(2) x € A siy sdlo sipa(z) = x.
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(3) pa es una aplicacion contractiva, i.e. d (pa(z),pa(y)) < d(z,y) Vx,y € R™ (en parti-
cular, pa es Lipschitziana).

Demostracion. Para el apartado (1), tomemos x € R™ — A. Si fuera pa(z) € int(A), es
claro que podriamos decrecer la distancia a = dentro de A (consideremos puntos dentro
de una bola centrada en x contenida en A).
En cuanto al apartado (2), pa(z) =2 < d(z,A) =d(z,2) =0 < z€ A= A.
Veamos (3): tomemos x,y € R™. Si pa(z) = pa(y), no hay nada que probar. Asi que
supongamos que pa(z) # pa(y). Sea u = pa(x) — pa(y) € R* — {0}. Sean H,, H, los
hiperplanos afines de R™ ortogonales a u que pasan por pa(z),pa(y) respectivamente.

pa(z) u pa(y)

H, 1,

Sea B la banda abierta bordeada por H, U H,. Veamos que x ¢ B: Si z € B,
AN
consideremos el tridngulo pa(z)xpa(y), que tiene dngulos agudos en pa(x) y en pa(y),

luego x estd a menor distancia a cierto punto del segmento (pa(z),pa(y)) que de sus
extremos. Pero (pa(x),pa(y)) C A por ser A convexo, lo que contradice la definicién
de pa(x). Esto nos dice que x ¢ B, y razonando andlogamente, y ¢ B. Por tanto,

d(x,y) = d(Hy, Hy) = [Jul| = d(pa(z),pa(y)). O

Nuestro préximo objetivo es probar que la frontera de un compacto convexo con interior
no vacio es homeomorfa a la esfera (n — 1)-dimensional. Necesitaremos algo de notacién y
tres lemas previos.

Sea A C R™ un cerrado convexo no vacio. Definimos

LN n—1 ualz) = LE*pA(I)
(1.2) war RN — A8, ) = A
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Asi, ua(z) es una ’especie’ de normal unitario asociado a x en el punto pa(x) € JA:
También definimos la semirrecta 'normal’ a 0A en pa(z) exterior a A:

Ra(x) = {pa(z) + dua(z) | A = 0}

Lema 1.2.1 Sea A C R™ un cerrado convexo no vacio y x € R™ — A. Entonces, pa(y) =
pa(z) para todo y € Ra(x).

Demostracion. Tomemos y € Ry (x).

Caso I: y € [pa(z), x].
d(z,pa(y)) d(z,y) + d(y,pa(y))

d(x,y) + d(y,pa(z)) (porque pa(z) € Ay por def. de pa(y))

d(z,pa(z)) (porque y € [pa(w),z]).

1IN IA

Aplicando la definicién de p4(x), concluimos que pa(y) = pa(x).

Caso II: y ¢ [pa(x),z] (luego x € [pa(x),y]).

Consideremos el segmento [pa(z),pa(y)] (queremos ver que se reduce a un punto),
que estd contenido en A por ser A convexo. Tomemos el punto g € [pa(x),pa(y)] tal
que la recta gz es paralela a la recta pa(y)y:

d(y,pa(x))  d(y,pa(y))

Por proporcionalidad, = luego
d(‘T?pA(x)) d(‘raQ)
d(y,pa(y))
d(z,q) = d(z,paz (. pa())
< d(z,palz (por def. de pa(y)).
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pa(z)

pa(y)

Pero ¢ € A por ser A convexo, luego la igualdad debe darse en la iltima desigualdad.
Esto implica que d(y,pa(y)) = d(y,pa(x)). Por tanto, pa(y) = pa(x) (por definicién
de pa(y))-

|

Lema 1.2.2 Sea A C R™ un cerrado convezo no vacio, y S = S"~1(p,r) una esfera en R™
tal que A C B(p,r) (en particular, A es compacto). Entonces, pa(S) = 0A.

Demostracion. Sabemos que pa(R™ — A) C JA. Como S C R" — A, tenemos pa(S) C
O0A. Reciprocamente, sea © € JA. Tomemos una sucesion {z;}ieny C B(p,r) — A tal que
d(z;,z) < + para cada i € N. Asi,

d(pa(zi),z) = d(pa(zi),pa(x)) (z=pa(x) porque x € A)
< d(xg,x) (por ser p4 contractiva)
<

1/,

y por tanto pa(z;) converge a x cuando ¢ — oo. Ahora consideremos para cada i € N
la semirrecta R4(x;), que tiene sentido porque z; ¢ A. Llamemos z; al inico punto de
R4(z;) N'S. Como S es compacta, tras pasar a una parcial podemos suponer que {z;};
converge a un punto z € S. Por ultimo,

pa(z) = pa(lim; o0 2;) = 1im; oo pa(zi) (por ser py continua)
= lim;_00 pa(ax;) (por el Lema 1.2.1)
= .



16 CAPITULO 1. CONJUNTOS CONVEXOS

Lema 1.2.3 Sea A C R™ un cerrado convero y z € int(A). Si R es una semirrecta que
parte de z, entonces R no puede cortar a OA en mds de un punto.

Demostracion. Supongamos que R corta a JA en dos puntos z, y distintos. Entonces, uno
de estos dos puntos, digamos x, es interior al segmento [z,y]. Como z € int(A), existe
p > 0 tal que B(z, p) C A. Por convexidad de A, para todo w € B(z, p) el segmento [w, y]
estd contenido en A. Pero U,ep. ) [w,y] es un entorno de z, luego = admite un entorno
contenido en A. Esto contradice que = € 0A. O

Teorema 1.2.1 Sea A C R™ un compacto convero con interior no vacio. Entonces, 0A
es homeomorfa a S*1.

Demostracion. Tomemos un punto o € int(A). Asf, existe r > 0 tal que B(zq,r) C int(A).
Sea B = B(xg,7) y S = 0B. Como B es cerrado y convexo, tiene sentido la proyeccién
métrica pg: R™ — B. Por el apartado (1) de la Proposicién 1.2.2, pg(z) € S Vo € R" — B.
Como A C R™ — B, tenemos pg(0A) C S. Esto nos permite considerar la restriccién

(1.3) F = (pﬁ) |8A: 0A — S.
El teorema estard probado si vemos que la siguiente propiedad es cierta:
Afirmacién 1.2.1 F' es un homeomorfismo.

Demostracion de la afirmacion. F es continua, por ser restriccion de pg, que era Lispchit-
ziana. F' es cerrada, por ir de un compacto a un espacio Hausdorff. Por tanto, F serd un
homeomorfismo si vemos que F' es biyectiva.

F ES SOBREYECTIVA. Sea z € S. Tomemos una sucesion {z; };en C int(A) —B convergien-
do a z y consideremos la semirrecta Rg(2;), para cada i € N. Rg(2;) corta a 0A en
al menos un punto w; (porque la semirrecta Rg(z;) empieza en z; € int(A) y es no
acotada, mientras que A si es acotado). Por el Lema 1.2.3, Rg(2;) N 0A se reduce al
punto w;. Como {w;}; es una sucesion en el compacto A, tras pasar a una parcial
podemos suponer que {w;}; converge a un punto w € dA. Por ltimo,

pp(w) = pgim; e w;) = im0 pg(w;)
= limjo0 pp(2) (por el Lema 1.2.1)
= pg (im o0 2;)
= pg(2)
= 2z (porque z € S = JB)

F ES INYECTIVA. Supongamos que a,b € 0A cumplen pg(a) = pg(b). Esto nos dice que
a,b estdn sobre la misma semirrecta Rg(a) = Rg(b). Esto contradice el Lema 1.2.3.
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|

Nota 1.2.2 En la Afirmacién 1.2.1 se ha visto que si A C R” es un compacto convexo
con interior no vacio, y B = B(zg,r) es una bola cerrada contenida en int(A), entonces
la aplicacién F = (pﬁ) loa: 0A — S = OB es un homeomorfismo. La inversa de F es la
aplicacién que a cada z € S le asocia el unico punto de A obtenido al cortar la semirrecta
{zo+ Az —20) | A > 0} con OA.

Corolario 1.2.1 Si A C R"™ es un compacto convexo con interior no vacio, entonces A
es homeomorfo a una bola cerrada n-dimensional.

Demostmcio’n Tomemos una bola cerrada B = B(zg,r) contenida en int(A). Sea ¢ =

: S = JB — 0A la aplicacion inversa de F' = ( ) |g.4. Construimos ahora una aplica-
cién ®: B — A de manera que Vz € S, el segmento [z, 2] se transforme linealmente en el
segmento [zg, ¢(z)]. Esto significa que debe cumplirse que Vo € B — {x¢},

— d(r) —
le—zoll _ o) —oll |
r e ol o — ol

Por tanto, debemos definir

(1.4) "

O(x) = mo+[|B(x) — ol Z=roy
_ $0+|\¢>(z 960||”m o 2

woll(

Tom :roll (por la ecuacién (1.4))

x — 1) (el normalizado de z — xg coincide con el de x — xg),

es decir, definimos

P(z) = { o+ = ion) %H(ﬂf —x9) siz€B—{zo},
To Six = x0.
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Es facil comprobar que ®: B — A es un homeomorfismo. O

1.3. Dimensiéon de un conjunto convexo

Definicién 1.3.1 Dado A C R", denotaremos por aff(A) al menor subespacio afin de R"
que contenga a A. La dimensién de A es por definicién

dim A = dim aff(A).

En la situacién anterior, tomemos puntos xg,...,x; € A afilnmente independientes.
Sea V' C R"™ el subespacio afin generado por o, ..., z;. Entonces, V C aff(A). Clara-
mente, aff(A) se obtiene tomando la mayor cantidad de puntos posible en A afinmente
independientes, es decir, si xg,...,Tr € A es un conjunto mazimal de puntos afinmente
independientes, entonces

k
aff(A) = {$0+Zai(mi—mo)|ai€R,z’:1,...,k}
i=1
k k i
— _ ) o ) S /\0:1_21‘:1%‘
= {(1 ;Oq)xo—kiz;azwz‘aZER,Z—l,...,k} <llamo{ No— s Vi o]
ko B k
= {Z)\i:ﬂi|)\0"”’)\keR’Z)\izl}'
i=0

=0

En particular, conv(A) C aff(A). En la situacién anterior, dimA = dimaff(A) = k y dado
T = Zf:o Aix; con Ag, ..., \p € R, Zf:o Ai = 1,a (Ao,..., Ax) se les llama coordenadas
afines® de x respecto a x, ..., T.

También definimos el interior relativo de A como

rel int(A) = int(A)aﬁ(A),
v la frontera relativa de A como
rel fr(A) = fr(A)A)

(ambos se refieren a la topologia inducida en aff(A)). Nétese que la clausura relativa de A

serfa Zaﬁ(A) = ANaff(A) = A, siendo esta tltima igualdad cierta porque aff(A) es cerrado

de R™. Asi que no usaremos la clausura relativa de A por coincidir con la clausura de A
en R™.
2Como zo, ...,z son puntos afinmente independientes, los vectores {z; — o | i = 1,...,k} son li-

. . k s
nealmente independientes, luego los escalares «; tales que x = xo + 21:1 a;(x; — xo) son unicos. De
aqui deducimos que las coordenadas afines (Ao, ..., Ax) también son tnicas.
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Proposicién 1.3.1 Sea A C R™ un convezo no vacio. Entonces, rel int(A) # 0.

Demostracion. Sea xg, ...,z € A puntos afinmente independientes que generan aff(A).
Asi, Vz € aff(A) existen dnicos Ag, ..., A\; € R con Z?:o Ai=lyz= Zf:o Aix;. Ademas,
Ai = Ai(x) es funcién continua de x (se obtiene resolviendo un sistema de ecuaciones
lineales). Consideremos el punto ¢ = k%rl(xo + ...+ x) € aff(A), obtenido tomando
A =...= X\ = k—il Salvo una transformacién afin de aff(4) = R*, podemos suponer
que x, ...,z forman los vértices de un poliedro regular cuyo baricentro en ¢ (es decir,
los puntos x; equidistan entre ellos y estdn en una (k — 1)-esfera centrada en c). De
aqui es facil deducir que existe p > 0 tal que B*(c, p) C conv({z1,...,2;}). Deshaciendo
la transformacién affn, concluimos que existe p; > 0 tal que B (c, p1) C {Zfzo Wik | i >
0, Zf:o p; = 1}. Ahora consideramos la bola n-dimensional B" (¢, p1) en R™, que cumple
B"™(c, p1) Naff(A) C A, luego ¢ € rel int(A). O

La misma idea de la tltima demostracién prueba que

Proposicién 1.3.2 Si xg, ...,z € R™ son puntos afinmente independientes, entonces
k k
rel int [conv ({zo, ..., zx})] = {Z i | Z)‘i =1, ;>0 Vi} .
i=0 i=0

1.4. Hiperplanos soporte

Dado H C R™ un hiperplano, denotaremos por H™, H™ a los dos semiespacios cerrados
cuyo borde es H.

Definiciéon 1.4.1 Dado A C R™ y 2y € A, un hiperplano H C R" se dice hiperplano
soporte de A en xg si cumple

(a) zo € ANH.

(b) ACH" 6 AC H™ (si AC H* decimos que H" es un semiespacio soporte de A en
xo; andlogamente si A C H™).

Notemos que si existe un hiperplano soporte H de A en zp € A, entonces xg ¢ int(A)
(la condicién (b) anterior es imposible si existe una bola centrada en xy contenida en A).
Por tanto, g € A — int(A) C OA. Tampoco es posible esperar unicidad del hiperplano
soporte: por ejemplo, si A es un tridngulo en R2, el hiperplano soporte de S en cualquiera
de sus vertices no es unico. ;Bajo qué condiciones existe siempre un hiperplano soporte

Vag € 0A?
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Figura 1.5: H es hiperplano soporte de A en los puntos xg,yg. u es un vector normal
exterior a A en ambos puntos.

Supongamos que H es un hiperplano soporte de A en xg € A, con A C H™. Siempre
podremos escribir H, H~ como

H=H,o={zeR" | (v,u)=a}, H =H,,={zeR"| (z,u) <a}

para ciertos u € R" — {0}, a € R. Como A C H~, diremos que u es un vector normal
exterior a A en xy (u no tiene porqué ser tinico, como tampoco lo es el hiperplano soporte
a A en z( caso de existir).

Lema 1.4.1 Sea A C R™ un cerrado convexo no vacio. Consideremos la proyeccion métri-
capa: R® = Ay la aplicacion ua: R® — A — S*=Y(1) definida en (1.2). Entonces, dado
x € R" — A el hiperplano H = pa(x) + (ua(x))* es un hiperplano soporte de A en pa(zx),
yua(z) es un vector normal exterior a A en pa(x).

Demostracion. Sélo queda comprobar que A C H™ ={y € R" | (y — pa(z),ua(z)) < }
Por reduccién al absurdo, supongamos que existe z € A tal que (z — pa(x),ua(x)) >
Consideremos el punto z; = pa(x) + t(z — pa(z)) que estd en A para cada t € [0, 1] por
convexidad de A, y la funcién f: [0,1] — R dada por

F@) =z = z)? = |paz) — 2|® + 2t(pa(e) — z, 2 — pa(x)) + *||z = pa(2)|
(polinémica de grado 2, luego de clase C'°). Asi,
f1(0) = 2(pa(z) — =, 2 — pa(@)) = =2||z — pa(2)[[(ua(z), 2 — pa(z)) <0.

Por tanto, existe ¢ > 0 tal que f(t) < f(0) para cada t € (0,¢). Esto es, d(z,x) <
d(pa(z),z) para cada t € (0,¢), lo que contradice la definicién de pa(z). O
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Corolario 1.4.1 Sea A C R™ un cerrado convexo no vacio. Entonces, A es la interseccion
de todos sus semiespacios soporte.

Demostracion. Sea S el conjunto de los semiespacios soporte de A. Asi, A C S VS € S,
luego A C NgesS. Y existiera z € (NgesS) — A, entonces pa(x) + (ua(x))t serfa un
hiperplano soporte de A que no pasa por x, luego el semiespacio soporte de A en p4(x)
no contendria a x, contradiccién. O

Asociados a cada hiperplano soporte tenemos el punto base y el vector normal exterior.
Nos preguntamos ahora por la existencia de hiperplanos soporte con cualquiera de estos
datos prefijados.

Teorema 1.4.1 Sea A C R™ un cerrado no vacio.
(1) Si A es convexo, dado z € DA, existe un hiperplano soporte de A en z.

(2) Si A es acotado, dado u € R™ — {0} existe un hiperplano soporte de A con vector
normal exterior u.

Demostracion. Veamos el apartado (1). Empezaremos suponiendo que A es acotado. Por
tanto, existe R > 0 tal que A C B(0,R). Por el Lema 1.2.2, pa(S) = 9A donde S =
S”fl((_)', R). Por tanto dado z € 0A, existe x € S tal que ps(z) = z. Comoz € SC R"— A,
el Lema 1.4.1 asegura que H = pa(x) + (ua(x))* es un hiperplano soporte de A en
pa(x) = 2.

Ahora probaremos el apartado (1) en el case de que A no sea acotado. Tomemos z € 0A
y consideremos el conjunto cerrado, acotado y convexo 4, = ANB(z,1).
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Como z € 0A,, el parrafo anterior garantiza que existe un hiperplano H soporte de
A, en z. Queda probar que H es también hiperplano soporte de A en z. Sea H™ el
semiespacio cerrado bordeado por H que contiene a A,. Si existiera y € A — H ™, entonces
(z,y] estarfa contenido en R — H~. Como z,y estén en el convexo A, entonces [z,y| C A,
luego (z,y] N[ANDB(z,1)] # @. Esto contradice que (z,y] CR"—H~ y A, C H™.

En cuanto al apartado (2), sea u € R"—{0}. Consideremos la funcién altura f,: A — R,
fa(z) = (x,u). Como A es compacto (es cerrado y acotado) y f,, es continua, f,, admite un
méximo absoluto zg € A. Esto nos dice que A C {z € R" | (z,u) < fu(x0)} = H

u:fu($0)7
de donde H, ¢, (z,) es un hiperplano soporte de A en g con vector normal exterior u. 0O

Nota 1.4.1 (a) El apartado (1) del Teorema 1.4.1 sigue siendo cierto si A esta contenido
en un hiperplano H de R"”, independientemente de que A sea convexo o no: es este
caso, H es un hiperplano soporte de A en cada x¢p € A = 0A.

(b) El apartado (2) del Teorema 1.4.1 no es cierto si eliminamos la hipdtesis de acotacién
sobre A. Por ejemplo, A = {(x,y) € R? | y > 2%} es convexo, cerrado, no acotado,
y el conjunto de los vectores u € S'(1) para los que existe un hiperplano (recta)
soporte de A con vector normal exterior u es St = {u € S}(1) | uz < 0}, donde

u = (u1,ug).
A continuacién veremos el reciproco del apartado (1) del Teorema 1.4.1.

Teorema 1.4.2 Sea A C R™ un cerrado con interior no vacio, tal que para cada To € 0A
eziste un hiperplano soporte de A en xy. Entonces, A es convezo.

Nota 1.4.2 Si eliminamos la hip6tesis int(A) # @ del Teorema 1.4.2, éste ya no es cierto:
basta considerar un subconjunto no convexo A contenido en un hiperplano de R".

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que A no es convexo. Asi, existen
x,y € Ay z € [z,y] — A. Tomemos un punto a € int(A). Como los extremos del segmento
[a, z] cumplen a € int(A), z ¢ A, entonces existe b € (a,z) N JA. Por hipdtesis existe un
hiperplano H soporte de A en b. Sea H™ el semiespacio determinado por H que contiene
a A.

Como a € int(A), tenemos a ¢ H luego a € H~ — H. Como b € H, deducimos que
la recta que pasa por a y b corta transversalmente a H. Por tanto, z ¢ H~. Por ultimo,
x,y € AC H™ y H™ es convexo, luego [z,y] C H™, lo que contradice que z ¢ H™. O
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e A

a € int(A)

1.5. Separacién

Definiciéon 1.5.1 Diremos que un hiperplano H C R" separa dos conjuntos A, B C R" si
ACHYy BcC H,donde H", H™ son los semiespacios cerrados determinados por H.
H separa estrictamente Ay Bsi A Cint(H")y B C int(H™).

H separa fuertemente A 'y B si existe ¢ > 0 tal que A C IETIMF(E y B CH,,_., donde
H=H,,={zeR"| (z,u) =a}.

Teorema 1.5.1 Sea A C R"™ un convexo no vacio, y x € R" — A. Entonces, A y {x}
pueden separarse por un hiperplano. Si ademds A es cerrado, entonces A y {x} pueden
separarse fuertemente por un hiperplano.

Demostracion. Empezaremos suponiendo que A es cerrado (y convexo). En este caso, tiene
sentido la proyeccién métrica pa: R® — A y la aplicaciéon uy: R® — A — S"71(1) definida
en (1.2). En la demostracién del Lema 1.4.1 vimos que si llamamos H; = pa(z)+ (ua(x))*,
entonces Hp es un hiperplano soporte de A en pa(z) con vector normal exterior u4(x) a
Aenpa(z), yque AC H ={y €R" | (y —pa(z),ua(z)) <0}

Como z € R" — A y A es cerrado, tenemos d(x,A) > 0. Por tanto, el hiperplano
H = 3(z + pa(z)) + (ua(z))* separa fuertemente A y {z}, tomando ¢ = d(mT’M en la
Definicién 1.5.1.

Supongamos ahora que A es un convexo no necesariamente cerrado. Si z ¢ A, entonces
d(z,A) > 0 y el argumento anterior aplicado al convexo cerrado A prueba que H separa
fuertemente A y {z}. Queda estudiar el caso z € OA. Aplicando el apartado (1) del
Teorema 1.4.1 al convexo cerrado A y al punto z € A = 0A, deducimos que existe un
hiperplano soporte Hy de A en z. Por definicién de hiperplano soporte, tenemos z € AN Hs

y A C Hy (salvo orientacién), luego Ho separa A de {z}. O
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Nuestro siguiente objetivo seréd generalizar el Teorema 1.5.1 para separar fuertemente
no un cerrado convexo de un punto fuera de éste, sino un cerrado convexo de otro convexo
compacto disjunto con el primero. Necesitaremos dos lemas previos.

Lema 1.5.1 Sean A, B dos subconjuntos no vacios de R™.

(a) A y B pueden separarse por un hiperplano si y solo si A— B vy {6} pueden separarse
por un hiperplano.

(b) A y B pueden separarse fuertemente por un hiperplano si y sélo si A— B y {0} pueden
separarse fuertemente por un hiperplano.

Nota 1.5.1 Ellema no es cierto para separacion estricta: tomemos en R? los subconjuntos
(convezos) A = {(z,y) | x > 0,y > 1/z}, B = {(z,0) | x > 0,y < —1/z}. Asi, el eje x
separa estrictamente A y B. Sin embargo, A — B no puede separarse estrictamente de 0
porque 0 € A—B. Para comprobar esto, consideremos las sucesiones p, = (n,1/n) € A,
qn = (n,—1/n) € B, Vn € N. Entonces, p, — ¢, = (0,2/n) € A — B tiende a 0 cuando
n — 0.

Demostracion. Probaremos (a) y (b) a la vez: basta tomar en lo que sigue ¢ > 0 para (b)
y € = 0 para (a).
Supongamos que existen u € R"™ — {6}, a € Rye>0talesque A C H,, .y
B C Hj’aﬁ. Dado z € A — B, existen a € Ay b € B tales que x = a — b. Como
(a,u) <a—cy (bu) > a+e, entonces (r,u) < —2¢.

Si e = 0, lo anterior nos dice que A— B C H, - Como 0 € HIO, concluimos que A — B,
0 pueden separarse por Hyp.
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Si e > 0, deducimos que A — B C H, donde o = —e. Como 0 € HJO = H

uU,—€ u,a+€?
concluimos que A — B, 0 pueden separarse fuertemente por H, _..
Supongamos que existen u € R™ — {6}, aeRye>0talesque A—BCH, 5 v
0eH, 5.

(1.5) (a,u) — (bu) <a—e, Vac A, beB.

Por tanto,

Tomando supremo en A, (sup,c 4(a, u))— (b, u) < a—e, luego existe a := sup,c 4 (a, u) € R.
Tomando infimo en B en (1.5), obtenemos (a,u) — (infpep(b,u)) < @ — €, luego existe
B = infpep(b,u) € R, y ademés

(1.6) a—pB<a-—ec.
Por otro lado, como 0 € H;r a1 entonces
(1.7) 0=(0,u) >a+e.

Finalmente, dados a € A,b € B,

16 - 7 )
<(Z,U>§Od:(04—ﬁ)—|—ﬂ < (04_5)+6:(a+5)_25+6 < _25+/3§5§<b7u>

Por tanto, si € = 0 entonces A y B pueden separarse por un hiperplano, mientras que si
e > 0, (x) nos asegura que A y B pueden separarse fuertemente por un hiperplano. O

Lema 1.5.2 Sean A, B C R".
(a) Si A, B son convexos, entonces A — B es convezo.
(b) Si A es compacto y B cerrado, entonces A — B es cerrado.

() ANB=Q siysdlosi0¢ A—B.

Demostracion. Para (a), como B es convexo, —B también lo es (apartado (3) de la Pro-
posicién 1.1.1). Como A y —B son convexos, A — B = A+ (—B) también lo es (apartado
(3) de la Proposicién 1.1.1).

Veamos (b). Dado x € A — B, existen {ay}, C A, {by}» C B tales que a, —b,, converge
a x cuando n — oo. Como A es compacto, tras pasar a una parcial podemos suponer que
{an}n converge a un elemento a € A. Asi, {b,}, converge y su limite es a — z. Como
by, € By B es cerrado, a —x € B. Esto nos dice que z = a— (a—z) € A— B, luego A— B
es cerrado.

(c) es evidente. O

Ya podemos probar el resultado que buscdbamos.
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Teorema 1.5.2 Sean A, B C R" convexos, no vacios, disjuntos, con A compacto y B
cerrado. Entonces, A y B pueden separarse fuertemente por un hiperplano.

Demostracion. Como A, B son convexos, A compacto y B cerrado, y AN B = O, el
Lema 1.5.2 asegura que 0 ¢ A — B (apartado (c)), A — B es cerrado (apartado (b)), y
A— B es convexo (apartado (a)). Aplicando a A— By a 0 el Teorema 1.5.1 tendremos que
A — B, {6} pueden separarse fuertemente por un hiperplano. Finalmente, el Lema 1.5.1
implica que A, B pueden separarse fuertemente por un hiperplano. O

Nota 1.5.2 Si eliminamos la hipétesis de compacidad sobre A, el Teorema 1.5.2 ya no es
cierto: basta considerar el mismo par de conjuntos A, B de la Nota 1.5.1, que no pueden
separarse fuertemente (d(A4, B) = 0) pero A, B cumplen las demds hipétesis del Teore-
ma 1.5.2.

1.6. Envolvente convexa

Recordemos que la envolvente convexa de un conjunto A C R” es la interseccion de to-
dos los conjuntos convexos de R™ que contienen a A (apartado (2) de la Proposicién 1.1.2).
Vamos a refinar este resultado tomando una interseccién en una familia menor (a cambio,
debemos imponer que A sea compacto).

Teorema 1.6.1 Sea A C R™ un compacto no vacio. Entonces, la envolvente convexa de
A es la interseccion de todos los semiespacios cerrados de R™ que contienen a A.

Demostracion. Llamemos S a la familia de todos los semiespacios cerrados de R™ que
contienen a A; S es no vacia, ya que A es acotado por ser compacto. Dado S € S, tenemos
A C S luego conv(A) C conv(S) = S, y por tanto conv(A4) C NgesS. Reciprocamente,
tomemos un punto z € R"™ — conv(A) y veamos que existe S € S tal que z ¢ S. Como
A es compacto, el apartado (4) de la Proposicién 1.1.3 asegura que conv(A) es compacta.
Aplicando el Teorema 1.5.2 al convexo compacto conv(A) y al cerrado {x} podremos
separar fuertemente conv(A) y {z} por un hiperplano, lo que termina la demostracién. O

Recordemos que dado @ # A C R", el didmetro de A se define como diam(A4) =
sup{d(z,y) | =,y € A} € [0,00]. Asf,

» A es acotado si y sélo si diam(A) < oo.

» Si diam(A) < r < oo, entonces cualquier bola abierta de radio r centrada en un
punto de A contiene a A.

El didmetro es claramente no decreciente respecto a la inclusién. Sin embargo, el didme-
tro no crece al tomar envolvente convexas:
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Teorema 1.6.2 Si A C R" es no vacio, entonces diam(A) =diam (conv(A)).

Demostracion. Como A C conv(A), entonces diam(A) < diam (conv(A)). Para otra de-
sigualdad, primero notemos que si A es no acotado, entonces diam(A) = oo y conv(A)
también es no acotado por contener a A, luego también diam (conv(A)) = co. Es decir,
s6lo queda probar:

(%) Si A es acotado, entonces diam (conv(A4)) < diam(A).

Veamos entonces (x). Como A es acotado, diam(A) es finito. Tomemos un nimero real
r > diam(A) Por la tltima observacién antes del Teorema 1.6.2, tenemos

(1.8) A C B(a,r), Va € A.
en particular,
(1.9) conv(A) C conv(B(a,r)) = B(a,r), Ya € A.

Fijados y € conv(A) y a € A, (1.9) implica que y € B(a,r) luego a € B(y,r). Moviendo a
en A,

(1.10) A CB(y,r), Vy € conv(A).
Y de nuevo tomando envolventes convexas,
(1.11) conv(A) C B(y,r), Yy € conv(A).

Ya podemos probar (x): Fijemos r > diam(A). Dados y,y’ € conv(A), tenemos y’ € B(y,r)
por (1.11), luego d(y,y’) < r. moviendo y, 4" en conv(A) obtenemos diam (conv(A4)) < r.
Como esto es cierto Vr > diam(A), deducimos (*). O

Nuestro siguiente objetivo serd responder las siguiente cuestién: Dado A C R™ convexo,
es claro que existe Ag C R™ tal que A = conv(Ap) (por ejemplo, podemos tomar Ay = A;
de hecho, esta eleccién es el mayor Ag C R™ tal que A = conv(Ay)). Pero jcémo elegir Agy
para que sea lo menor posible? Un ejemplo sencillo en el que pensar es cuando A es un
tridngulo, y Ag es el conjunto de sus vértices.

Definicion 1.6.1 Sea A C R" convexo. Un punto z € A se dice extremo de A si no existen
x1,x2 € A tales que x € (1, z2). Llamaremos

extr(A) = {z € A | z es punto extremo de A}.
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Figura 1.6: Izquierda:  no es un punto extremo de A. Centro, derecha: = si es punto
extremo.

Por ejemplo, si A = [x1,z9] C R", entonces extr(A) = {x1,z2}. En general, es claro que si
x € A es un punto extremo de A, entonces x ¢ int(A). En particular, un convexo abierto
no tiene puntos extremos. Un semiespacio cerrado tampoco tiene puntos extremos.

Lema 1.6.1 Sea H C R™ wun hiperplano soporte de un convero A C R™. Entonces,
extr(A) N H = extr(ANH).

Demostracion. Sea x € extr(A) N H. Por reduccién al absurdo, supongamos que existen
x1,x9 € AN H tales que = € (x1,22). Como x1,z9 € A deducimos que = ¢ extr(A),
contradiccion.

Reciprocamente, extr(ANH) C ANH C H, luego sélo queda comprobar que extr(AN
H) C extr(A). Por reduccién al absurdo, supongamos que x € extr(AN H) —extr(A). Asi,
x € ANH y existen z1,x9 € A tales que z € (z1,x2). Si el segmento (x1, z2) es transversal
a H en x, entonces H no puede ser un hiperplano soporte de A, contradiccién. Por tanto,
(1, x2) no atraviesa H. Como x € (z1,x2) N H, entonces (z1,22) C H, lo que contradice
que = € extr(AN H). O

Teorema 1.6.3 Sea A C R™ un compacto convexo no vacio. Entonces, todo hiperplano
soporte® de A contiene al menos un punto extremo de A.

Demostracion. Por induccién sobre n: para n = 1, un compacto convexo no vacio es
un intervalo A = [z1,72] C R, cuyos puntos extremos son extr(A) = {xi,z2}, y los
hiperplanos soporte de A son {x1}, {2}, luego el teorema se cumple trivialmente.
Supongamos que el teorema es cierto para compactos convexos no vacios de R*~! y
sean A C R™ un compacto convexo no vacio y H un hiperplano soporte de A. Por el
Lema 1.6.1, extr(A) N H = extr(AN H). Como AN H es un convexo compacto no vacio de

3Por el Teorema 1.4.1, existen hiperplanos soporte de A pasando por cada punto de OA, luego en
particular el teorema asegura que extr(A4) # @.
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H (es decir, de R"™!), por hipétesis de induccién se tiene que extr(AN H) # @. De nuevo
por el Lema 1.6.1, tenemos extr(A) N H # . O

Es claro que un poligono convexo en R? queda determinado sélo por sus vértices, que
son sus puntos extremos. A continuacién veremos una versién mas general de este resul-
tado, valida para convexos compactos de R no necesariamente ’poligonales’. Usaremos
mas adelante esta versién generalizada para caracterizar los politopos (Teorema 1.10.1).
Conviene mencionar que este mismo tipo de resultado es valido en situaciones mucho més
generales, como en ciertos espacios vectoriales topolégicos que aparecen en Anélisis Fun-
cional; el teorema en su mayor generalidad se conoce como Teorema de Krein-Milman,
aunque fue Minkowski el que lo probé en R”.

AN

D

Figura 1.7: En rojo: los puntos extremos del convexo.

Teorema 1.6.4 (Teorema de Krein-Milman en R™). Sea A C R™ un compacto convezo
no vacio. Entonces, A = conv (extr(A)).

Demostracion.
extr(A) C A luego conv(extr(A)) C conv(A) = A por ser A convexo. Tomando

clausuras, conv (extr(A)) C A = A por ser A cerrado.
Por reduccién al absurdo, supongamos que x € A — conv (extr(A)). Asi, {z} es un

compacto convexo, conv (extr(A)) es un cerrado convexo, y ambos conjuntos de R™ son
disjuntos. Por el Teorema 1.5.2, {z} y conv (extr(A)) pueden separarse fuertemente por
un hiperplano Hy, o, luego existe € > 0 tal que conv (extr(A4)) C H, , .y = € Hiaﬁ.

Por el apartado (2) del Teorema 1.4.1, al ser A compacto podemos prefijar el vector
normal exterior y encontrar un hiperplano soporte de A con dicho vector normal exterior.
Aplicando esto al vector u, encontramos un 3 € R tal que H, g es un hiperplano soporte
de A en cierto punto:

Por tanto, A C H;B luego a4+ ¢ < B.
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+ r€eA
conv(extr(A))
Uu
—
Hu,a—e Hu,oz Hu,a-i—e Huﬁ

Figura 1.8: x podria quedar a la derecha de H, o4¢, pero nunca a su izquierda.

Por otro lado, el Teorema 1.6.3 asegura que H, g contiene algiin punto extremo de A.
Pero extr(A) C conv (extr(A)) C H,,_.. Y como a < j3, entonces Hy 5N H, , . = O,
contradiccion. O

Por completitud, enunciaremos el Teorema de Minkowski, que no demostraremos ni

usaremos. Puede consultarse una demostracién en [2], Corolario 1.4.5.

Teorema 1.6.5 (Minkowski) Sea A C R™ un compacto convexo no vacio. Entonces,
A = conv (extr(A)).

Atun puede mejorarse la eleccién Ay = extr(A) para la igualdad A = conv (Ag) del
Teorema de Krein-Milman; es decir, podemos elegir un subconjunto Ay C extr(A) para
que la igualdad anterior siga siendo sea cierta: estos son los puntos expuestos.

Definicién 1.6.2 Sea A C R" convexo. Un punto x € A se dice un punto expuesto si
existe un hiperplano soporte H C R™ de A en x tal que AN H = {z}. Al conjunto de los
puntos expuestos de A lo denotaremos por exp(A).

Es evidente que exp(A) C extr(A), aunque la igualdad no se da en general:

Puede probarse (no lo haremos ni lo usaremos) que todo punto extremo es limite de
puntos expuestos, es decir, exp(A) = extr(A). Respecto al problema que hemos estudiado
en esta seccion, el mejor resultado (que tampoco usaremos) es

Teorema 1.6.6 (Straszewicz) Sea A C R™ un compacto convero no vacio. Entonces,

A = conv (exp(A)).
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T

extr(A) — exp(A)

Figura 1.9: Puntos extremos no expuestos en un convexo.

Puede encontrarse una demostracién de este resultado en [2], Teorema 1.4.7.

1.7. Funcién soporte de un conjunto convexo

A lo largo de esta seccién, A C R™ denotara un conjunto cerrado y convexo. Conside-

remos la funcién
ha: R" = RU {400} | ha(u) = sup{a,u).
acA
Asi, h4(0) = 0. Denotaremos por Dom(hs) = {u € R" | ha(u) < co}. A la restriccién
ha: Dom(hs) — R se la llama la funcidon soporte de A. La interpretaciéon geométrica
de ha(u) para u € S""1(1) N Dom(ha) es la altura méxima que A alcanza respecto al
hiperplano vectorial de R™ ortogonal a u. Tomemos u € Dom(h4) — {0}. Consideremos el
hiperplano (afin)
H(Au) ={x e R" | (x,u) = ha(u)}.

El semiespacio cerrado bordeado por H(A,u) que contiene a A es
H™ (A u) ={z e R" | (z,u) < ha(u)}.

En general, A no tiene porqué cortar a H(A,u). Pero si F(A,u) = AN H(A,u) # O,
entonces H (A, u) es un hiperplano soporte de A en cada punto zp € F(A, ). Llamaremos
a H(A,u) el hiperplano soporte de A en la direccion del normal exterior u, independien-
temente de si F'(A4,u) es o no vacio. Andlogamente, H ™ (A, u) serd el semiespacio soporte
de A en la direccion del vector normal exterior u.

Veamos algunas propiedades sencillas de la funcién soporte.

Proposicién 1.7.1 Sean A, A’ C R" convezos cerrados. Entonces,

(1) Eziste x € R™ tal que ha(u) = (x,u) Yu € R" si y sélo si A= {x}.
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(2) hate(u) =ha(u) + (x,u), Vr € R”, w € Dom(hy,) .
(3) ha(Au) = Aha(u), YA >0, u € Dom(ha) (ha es positivamente homogénea,).

(4) ha(u +v) < ha(u) + ha(v), Yu,v € Dom(ha) (ha) es subaditiva). En particular,
Dom(hy) es un convexo de R™ y ha: Dom(hy) — R es una funcion conveza).

(5) ha < hu siysdlosiACA.
(6) hoa = Aha, YA > 0.

(7) h—a(u) = ha(—u), Yu € Dom(h_4) = —Dom(h4).

Demostracion. Veamos el apartado (1).

Sea © = (x1,...,2,) € R™ en coordenadas respecto a la base candnica ey, ..., e,.
Ast, vy = (7,e;) = ha(e;) luego A C {z € R" | (z,¢;) < x;} = H, ... Por otro lado,
—x; = (x,—e;) = ha(—e;) luego A C {z € R" | (z,—¢;) < —x;} = {2z € R" | (z,¢;) >
x;} = HZ ,,. Asi, A C H,, ,,. Haciendo esto para cada i = 1,...,n obtenemos A = {z}.

Trivial.

Para el apartado (2), sea x € R™.

hatie(u) = sup (b,u) =sup{a+ x,u) = (sup(a, u>> + (x,u) = ha(u) + (x,u).
beA+zx acA acA

Para el apartado (3), sea x € R™.

ha(Au) = sup(a, \u) = Asup(a,u) = Aha(u).
acA acA

Para el apartado (4),

ha(u+ v) = sup(a,u +v) = sup ((a,u) + (a,v)) < sup(a,u) + sup(a,v) = ha(u) + ha(v).
acA acA acA acA

Veamos el apartado (5):
Sea H,, = {z € R" | (x,u) = a} un hiperplano soporte de A’, con semiespacio
soporte H, . Entonces,

sup(a,u) = ha(u) < ha(u) = sup (', u) = a,
a€A a'€ A’

luego A C H,, . Moviendo el semiespacio soporte de A’, deducimos que A estd contenido
en la interseccién de todos los semiespacios soporte de A’, que es A’ por el Corolario 1.4.1,

Trivial.
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Para el apartado (6),

hxa(u) = sup(Aa, u) (29 Asup(a,u) = Ahg(u).
acA acA

Finalmente, el apartado (7):

h_a(u) = sup (b,u) = sup(—a,u) = sup{a, —u) = ha(—u).
be—A a€A a€A

Definicién 1.7.1 Una funcién f: R™ — R se dice sublineal si cumple f(u +v) < f(u) +
f(v), f(Au) = Af(u), Yu,v € R™, X\ > 0. En particular, f es convexa y f(0) = 0.

Lema 1.7.1 Sea f: R® — R una funcion convexa. Entonces, f es continua en R" y
Lipschitziana en cada compacto de R™.

Demostracion. Sea xg € R™. Veamos que f es continua en un entorno de xg. Elegimos
n + 1 puntos afinmente independientes x1,...,z,4+1 € R" tales que x( estd en el interior
del simplex S generado por los puntos x;:

n+1 n+1
S_{Z)\'Lxll/\lv7>\7L+12072)\2_1}
=1 i=1

Dado = = E?;Lll Aix; € S, por convexidad de f tenemos

n+1 n+1
(1.12) flx)=f (Z Am) <Y Nif(w) < ci=max{f(z;) [1=1,...,n+1}.
i=1 =1

Como z € int(S), existe p > 0 tal que B(xo, p) C S. Veamos que |f(zo)— f(y)| < C|lzo—yl|
para todo y € B(zo, p), donde C' = C(x0,p) > 0y f serd continua en B(zo, p) (y por tanto
lo serd en todo R™): Dado y € B(xq, p), existird u € S*1(p) = dB(0,p) y a € [0,1] tales
que y = xo + au = (1 — )z + a(xg + u), luego por convexidad de f

(1.13) fly) = f((1 = a)zo + azo +u)) < (1 —a)f(zo) + af(zo +u),
de donde

(1.12)
(1.14) fy) = fwo) < alf(xo+u) — f(zo)] < ale— f(zo)]-



34 CAPITULO 1. CONJUNTOS CONVEXOS

Ahora queremos una cota por arriba para f(z¢) — f(y), que obtendremos usando un argu-
mento similar al anterior pero cambiando xg por y. Necesitamos primero una combinacién
lineal convexa de dos puntos que produzca xg; sustituyendo y = xg + cu obtenemos

1 «

1+ay+1+a(x0_u):$07

luego de nuevo por convexidad de f

f(xo) < f(y) + f(zo —u).

1+ 14+«

Quitando denominadores y dejando en un miembro de la desigualdad lo que lleve el coe-
ficiente «,

(1.15) F(@o) = f(y) < alf(zo —u) — f(zo)] < ale— f(zo)].
De (1.14), (1.15) deducimos

I£wo) = 7)1 < afe = fGoo) = =20 e — pan)), vy € B )

Es decir, tenemos la desigualdad deseada con C(xg, p) = %}xo). Por tanto, f es continua

en R™.

Ahora fijemos un compacto K C R"™ y un pu > 0. Tomemos z,y € K distintos y
definamos z = y — uﬁ € K + B(0, ). Sustituyendo esta tdltima ecuacién, un cdlculo
sencillo nos lleva a la combinacién lineal convexa

(1_ [z — yll >x+ le=oll _,_,
p+ e =yl p+ |l =y

que simplificaremos escribiendo A = #H;ﬂ/”. Aplicando una vez mas la convexidad de f,

tenemos f(y) < (1 —N)f(z) + Af(2), de donde

1)=1(@) < A=) = A ip) - o) < 2 )] < 2oy,
donde M = M (K, ;1) = max B[ |f], que existe por ser K compacto. Intercambiando

los papeles de 7, obtendremos £(z)— f(y) < 24 [lz—y, luego | f(z)— f(5)] < 2Ly
para cualesquiera =,y € K distintos, de donde f es Lipschitziana en K. O

Lema 1.7.2 Sea A C R™ un cerrado que cumple \x € A, Vx € A, X > 0 (esto se lee “A
es un cono”). Sea xog € A y H C R™ un hiperplano soporte de A en xo Entonces, 0 € H.
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Demostracion. Como A en cerrado y zg € JA, entonces xg € A. Sea ry, = {A\xg | A > 0}.
Por ser A un cono, r,, C A. Como A C H~, deducimos que 7, no puede ser transversal
a H en xg, es decir, r;, C H luego 0 € H. O

Teorema 1.7.1 Sea f: R™ — R una funcion sublineal. Entonces, existe un inico com-
pacto convero A C R"™ tal que la funcion soporte ha de A es f.

Demostracion. La unicidad es consecuencia directa del apartado (5) de la Proposicién 1.7.1.
En cuanto a la existencia, definimos A = {z € R" | (z,u) < f(u) Yu € R"}. Debemos
probar:

1. A es no vacio.
2. A es compacto y convexo.
3. f=ha.

La demostracion de 1 es la mas complicada, y partes de la misma se usaran en la demos-
tracién de 3. El esquema para probar 1 es el siguiente:

1.1. Consideremos el epigrafo de f, epi(f) = {(z,y) € R*xR |y > f(z)}. Probaremos que
epi(f) es un convexo cerrado de R"*! y que es un cono en el sentido del Lema 1.7.2.

1.2. Fijamos un ug € R™. El Teorema 1.4.1 asegura la existencia de un hiperplano soporte
H(y.m),o de epi(f) en (ug, f(ug)) (hemos denotado por (y,1) = (y(uo),n(uo)) € (R™ x
R)—{(0,0)} a la direccién ortogonal de H, , , en R"™1). Salvo un cambio de signo

en dicha direccién ortogonal, podemos suponer que epi(f) C H ()’ Veremos que

y:m),
a =0y que n < 0. Por tanto, normalizando de nuevo la direccién (y,n) (esta vez
por un multiplo positivo), podremos suponer que 7 = —1. En estas condiciones,

probaremos que y = y(ug) € A, luego A # Q.
Vamos a desarrollar cada uno de los puntos anteriores:

1.1. epi(f) es un convexo de R™™!, por ser f una funcién convexa y por el Lema 1.1.1.
Ademés, epi(f) es cerrado por ser f continua (por ser f sublineal es convexa, luego
su continuidad es consecuencia del Lema 1.7.1). La igualdad f(Au) = Af(u) VA > 0,
Vu € R™ implica directamente que si (x,y) € epi(f) y A > 0, entonces \(z,y) €
epi(f), es decir, epi(f) es un cono.

1.2. Por ser epi(f) un cerrado convexo de R"*! el Teorema 1.4.1 asegura la existencia
de un hiperplano soporte H, ) o = {(2,t) | R* x R | (y, z)rn + nt = a} de epi(f)
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€epl Hiyy)0
flu)
(y,m)

Figura 1.10: El ’plano’ de abscisas representa R", el eje de ordenadas es R.

en (ug, f(ug)), para algunos (y,1) € (R” x R) — {(0,0)} y @ € R (que dependen
de up). Salvo cambiar de signo (y,n), podemos suponer epi(f) C H(_y D Como

(0,0) € R" x R estd en H, ).
Hiyyo = {(z10) |R"XR | (y, 2)rn 0t = 0}, y (y, 2)rn 0t <0, V(z,1) € epi(f).
Veamos ahora que 1 < 0. Tomemos A > 0; entonces f(ug) + A > f(up) luego

(1.16) (uo, f(uo)) + Aepy1 € int (epi(f)), VA >O0.

Por tanto,

o por el Lema 1.7.2, entonces @ = 0. Esto nos dice que

(y,up)rn +n(f(up) +N) <0, VA >0,

lo que prueba que n < 0 (tomar A suficientemente grande y positivo). Si n fuera
cero, tendriamos (y, ug)rn < 0. Esto contradice que Hy, ) es hiperplano soporte de
epi(f) en (u, f(uo)) (ya que 0 = (y(uo),uo)rr + nf(uo) = (y(uo), uo)r~). Por tanto,
7 < 0. Normalizando de nuevo la direccién (y,n) (dividiendo por —n > 0), podemos
suponer que 77 = —1. Esto hace que el hiperplano soporte de epi(f) en (ug, f(ug)) se
escriba

Hy(ug),—1),0 = 1(2,1) | R" x R | (y(ug), z)rn = t}, con epi(f) (y(u0),—1),0°

CH
Veamos que y(up) € A: por definicién de A, esto se tendra si (y(up),u)rn < f(u)
Vu € R™. Dado u € R"™, tenemos (u, f(u)) € depi(f) C epi(f) C H,, (
(y(up), u)rn < f(u), que es lo que buscabamos. Por tanto, y(ug)

y(uo),—

( 1
ceAy A#0Q.



1.7. FUNCION SOPORTE DE UN CONJUNTO CONVEXO 37

2. A es cerrado, por su definicién y por ser f continua. Veamos que A es convexo: Sea
u € R™ — {0}. Entonces, A C HJf(u) luego

(1.17) AcC H oy

u€Rn—{0}
Reciprocamente, si z € 0,cpn_5.H,, f(,) entonces (z,u) < f(u) Yu € R* — {0}.
Como esta tltima desigualdad se cumple trivialmente para u = 0, concluimos que
x € A. Esto nos dice que se da la igualdad en (1.17). Por el apartado (1) de la
Proposicién 1.1.1, A es convexo (ya que no es vacio).

Terminaremos este apartado probando que A es acotado. Sea eq,...,e, la base
canénica de R™. Dado x € A, (z,e;) < f(e;) vy {x,—e;) < f(—e;), de donde

—f(=ei) < (@, e) < fle),
luego A C [[;4[—f(—ei), f(ei)], vy A es acotado.

3. Como A C R" es convexo y compacto, tiene sentido h4: R™ — R. Veamos que f = hy
probando las dos desigualdades. Dado u € R",

ha(u) = ig§<a’ u) < sup fu) = f(u)

luego ha < f. Reciprocamente, recordemos que dado v € R"™, hemos probado en 1.2
que si escribimos el hiperplano soporte de epi(f) en (u, f(u)) de la forma H ) —1),0

con epi(f) C H, 1),00 €ntonces y(u) € A. Por tanto,

y(u),—

(y(u)eA) ((w,F (W) EH (y(w).—1.0)
ha(u) = Sug<a7u>Rn > (y(u), wgn Hey(u),-1),0
ae

f(u),

luego f < hy4.

a

Definiciéon 1.7.2 A cualquier subconjunto no vacio, compacto y convexo de R™ lo llama-
remos cuerpo convero. Denotaremos por

K" ={A CR" | A es un cuerpo convexo}, 0 ={AeK"|int(A) # O}.

Dados K,L € K", a la suma afin K + L la llamaremos suma de Minkowski de K y
L. Notemos que K + L € K" (la convexidad es consecuencia del apartado (3) de la
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Proposicién 1.1.1; la compacidad se deduce de que la suma +: R™ x R™ — R" es continua).
Esto hace de K" un semigrupo® abeliano.

Una funcién f: K" — G, donde G es un semigrupo, se dice Minkowski-aditiva si cumple
f(K+L)=f(K)+ f(L), VK,L € K™.

Para K € K™, recordemos las definiciones

hi:R" = R | hg(u) = sup(a,u),
acK

H(K,u)={zeR" | (z,u) = hg(u)}, F(K,u)=KnNH(K,u), Vu e R".
Proposicién 1.7.2 Dados K, L € K", se tienen:
(1) hgyr =hix + hy.
(2) HK+ L, )=H(K,- )+ H(L,").
(3) F(K+L,)=F(K, )+ F(L,").
E's decir, las tres funciones son Minkowski-aditivas.

Demostracion. Para el apartado (1), dado u € R" se tiene hxyr(u) = sup,exr(a,u).
Por ser K 4+ L compacto, este supremo se alcanza en algin ag = ko + lg € K + L, luego
hitr(u) = (ag,u) = (ko,u) + (lo,u) < hg(u)+ hr(u). Reciprocamente, la compacidad de
K y de L asegura que dado u € R™ existen k{, € K y [, € L tales que hi(u) = (k{,u) y
hr(u) = (Ij, u), de donde hi (u) + hr(u) = (k{ + Uy, w) < hiir(w).

Veamos el apartado (2). Por el apartado (1),

HK+Lu)={zeR" | (z,u) = hgyr(u)} ={z € R" | (x,u) = hx(u) + hr(u)}.

Por tanto, siz € H(K,u)+H (L, u), entonces z = a+b con (a,u) = hx(u)y (b,u) = hr(u),
de donde (z,u) = hg(u) + hr(u) luego x € H(K + L,u). Esto prueba que H(K,u) +
H(L,u) C H(K + L,u). Como la suma de dos hiperplanos ortogonales a u # 0 es otro
hiperplano ortogonal a u, de la inclusién anterior se obtiene la igualdad sin méas que contar
dimensiones. En el caso u = 0, H(K,u) = R" VK € K", luego la igualdad en (2) es trivial.

Para el apartado (3), Si z € F(K,u)+ F(L,u), entonces x = a+b con a € F(K,u) =
KNH(K,u)ybe LNH(L,u). Asi, x € K+ Ly (z,u) = (a,u)+ (b,u) = hx(u)+hr(u) =
hisr(u) luego x € H(K+L,u). Esto prueba que x € (K+L)NH(K+L,u) = F(K+L,u),
y por tanto, F(K,u) + F(L,u) C F(K + L,u). Reciprocamente, si x € F(K + L,u) =
(K+L)NH(K + L,u) entonces z =a+bcona € K,be Ly (a,u)+ (byu) = (x,u) =

4Un semigrupo G = (G, +) es un par donde G es un conjunto y +: G xG — G es una ley de composicién
interna asociativa. Si esta ley cumple la propiedad conmutativa, el semigrupo se llama abeliano.
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hiir(u) = hg(u) + hr(u). Como (a,u) < hg(u) (porque a € K y por definicién de hg)
y andlogamente (b, u) < hr(u), deducimos que (a,u) = hx(u) y (b,u) = hr(u), de donde
ac KNH(K,u)=F(K,u)ybe F(L,u), es decir, z € F(K,u) + F(L,u). O

El semigrupo K™ tiene la siguiente propiedad de cancelacién:

Corolario 1.7.1 St K+ M =L+ M para K,L,M € K", entonces K = L.

Demostracion.
hx +hy = hrginm  (por el apartado (1) de la Proposicién 1.7.2)
= hL+M = hr + hp, luego hxg = hr.
Finalmente, el apartado (5) de la Proposicién 1.7.1 implica que K = L. O

Veamos otras propiedades algebraicas sencillas de K™:
Corolario 1.7.2 Sean K,L € K™, \,u > 0.
(1) AK € K™ (K™ es un cono abstracto).
(2) M(K+L)=\K+ \L.
(B) AN+ p)K = K + K.
(4) MuK)= (MK, 1-K =K.

Demostracion. (1) y (3) son consecuencias del apartado (3) de la Proposicién 1.1.1. (2) y
(4) son triviales. O

Definicién 1.7.3 Dado K € K", se define la anchura de K en la direccion de u € S*~1(1)
como w(K,u) = h(K,u) + h(K, —u) = sup,c g (z,u) — infrc g (x,u) > 0.
Diremos que K tiene anchura constante si existe ¢ > 0 tal que w(K,u) = ¢, Vu €

S=1(1).
Algunos comentarios sencillos:

» Si existe u € S"71(1) tal que w(K,u) = 0, entonces K C Hy p, () = H(K,u). En
particular, dim K <n — 1.

» Si K € K}, entonces int(K) # @ luego dim K = n y asi, el punto anterior implica
que w(K,u) >0 Vu € R".
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—u
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w(K, u)

Figura 1.11: La anchura w(K,u) de K € K™ mide la distancia entre los dos hiperplanos
soporte H(K,u), H(K, —u).

Figura 1.12: Un tridngulo de Reuleaux.

s Una bola cerrada en R™ es un convexo compacto con anchura constante. Pero exis-

ten convexos compactos que no son bolas cerradas. Por ejemplo, el convexo de R?
obtenido al anadir a un triangulo equilatero las regiones encerradas por arcos circu-
lares centrados en cada uno de sus vértices y que unen los vértices opuestos, llamado
tridngulo de Reuleaux. Esta construccién puede generalizarse a poligonos regulares
de R? con un ntimero impar de lados (necesitamos la condicién de imparidad para
poder unir mediante un arco circular centrado en un vértice P del poligono los dos
vértices “opuestos” a P). Estos poligonos se llaman poligonos de Reuleaux.

La funcién w(K,-): S*71(1) — [0,00) que a cada u € S"71(1) le asocia la anchura
de K en la direccién de u es continua: esto se deduce de que w(K,u) = hg(u) +
hi(—u) y de que hg es continua (hg es convexa en R™ por el apartado (4) de la
Proposicién 1.7.1, luego continua por el Lema 1.7.1).

= Como w(K,-) es continua en el compacto S"~1(1), existen su mdximo y minimo
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absolutos:
D(K) = max{w(K,u) | u € S" (1)}, A(K)=min{w(K,u)|ueS" (1)}
A A(K) se le llama la anchura total de K.
Proposicién 1.7.3 Dado K € K", se tiene D(K) = diam(K).

Demostracion. Como K es compacto, existen x,y € K tales que diam(K) = || — y||. Si
diam(K) = 0, entonces K = {z} luego w(K,u) = 0 Vu € S""1(1), de donde D(K) = 0.
Asi que podemos suponer diam(K') > 0 en lo que sigue. En particular, x # y. Consideremos
los hiperplanos
Hy=z+(z—y)", Hy=y+(z—y)

H,, Hy son hiperplanos soporte de K (ya que z,y € K y K estd contenido en el semiespacio
determinado por H, en el que estd y, y en el semiespacio determinado por H, en que que
estd x). Por tanto,

D) 2 w (K, 222 ) = dltt, ) = o~ o] = dion ().
r—=y

Para la desigualdad contraria, tomemos ug € S*" (1) tal que D(K) = w(K,ug), que

existe por ser S""!(1) compacto y w(K,-) continua. Asf, Hog e (uo)s H—ug b (—uo) SON

hiperplanos soporte de K y las distancia entre ambos hiperplanos es D(K). Tomemos

2o € K N Hygy hy(uo)s Y0 € KN H_yyg hye (—up)- Entonces,
D(K) = d(Hughg(uo)» H-uohse(—uo))
- inf{d(m, y) ‘ (S Huo,hK(uo)7 y e Hfuo,hK(fuo)}
< d(zo,¥0)
< diam(K).

Proposicién 1.7.4 Dados K,L € K", se tienen:
(1) diam(K + L) < diam(K) + diam(L).

(2) A(K+L)>A(K)+ A(L).

Demostracion. Veamos (1):

diam(K + L) sup{d(x,y) | z,y € K + L}

sup{d(az + bz, ay + by) | az,ay € K, by,b, € L}
sup{[[(az — ay) + (bs — by)|| | az,ay € K, by, by € L}
sup{||az — ay[| + bz — byl | @z, ay € K, by, by € L}
sup{llaz — ay| | az,ay € K} + sup{[|bs — byl| | bz, by € L}
diam(K) + diam(L).

IEVANVANI!
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En cuanto a (2),

AK+L) = min{w(K + L,u) | u € S" (1)}
= min{hgir(u) +hgyp(—u) | ueSH1)}
= min{hg(u) +hp(u) +hg(—u) +hr(—u) | uwe S*1(1)} (Proposicién 1.7.2-(1))
> min{hg(u) + hg(—u) | v e S (1)} +min{hr(u) + hp(—u) | ue S"71(1)}

A(K) + A(L).
Od

1.8. Dualidad

El término dualidad aparece en muchos campos aparentemente distintos de las ma-
tematicas, relacionando dos teorias, en cierto modo de forma inversa. Esto ocurre, por
ejemplo, con la geometria lineal de un espacio vectorial n-dimensional V' y su dual V*: los
subespacios k-dimensionales de V' se corresponden con subespacios (n — k)-dimensionales
de V* una vez que hemos prefijado una métrica no degenerada (por medio de la relacién
de ortogonalidad vista como nicleo de una aplicacién lineal). Algo parecido ocurre en geo-
metria afin o proyectiva, o en algebra exterior. Hay teorias de dualidad fuera del ambito
(multi)lineal, como la dualidad de Poincaré en cohomologia.

En nuestro caso, asociados a los conjuntos convexos, los conos y las funciones convexas,
existen objetos duales de la misma clase. De hecho, ya hemos visto algin resultado en esta
linea, con la relacién entre compactos convexos de R™ y funciones sublineales f: R” — R
(ver la Proposicién 1.7.1 y el Teorema 1.7.1). En esta seccién exploraremos esta dualidad
con mas profundidad y trasladaremos ciertos resultados sobre puntos frontera de conjuntos
convexos a resultados sobre hiperplanos soporte y viceversa. En este sentido, nos valdremos
de la linealidad de la funcién altura y € R™ — (x,y) respecto a una direccién x € R™, para
estudiar convexos.

Recordemos que el espacio dual de R™ es

(R")* ={¢: R" 5> R | ¢ es lineal} = {{z,): R"" > R | z € R"}.

En R” tenemos una dualidad entre puntos distintos de 0 e hiperplanos: Podemos identificar
cada x € R™ — {0} con el hiperplano ker({z,-)) = Hy.

Definicién 1.8.1 Dado K € K", definimos su dual K* como {¢ € (R™)* | p(y) <1, Yy €
K}, o salvo identificacidn,

K*={zxeR"|(x,y) <1, Vy e K} (conjunto polar de K).

Notemos que K* no tiene porqué estar en K aunque K € K”: por ejemplo, {0} € K y
{0} ={z eR" | (z,0) <1} =R" ¢ K.
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Proposicién 1.8.1
(1) Si K,L € K" y K C L, entonces L* C K*.
(2) B(0,R)* =B(0,1/R), VR > 0.

(3) Dado z € R* — {0}, {z}* = H_ .

Demostracion. (1) es trivial. Veamos (2): B(0, R)* = {z € R" | (z,y) < 1, Yy € B(0, R)}.
Pongamos = = pf, y = pa con p, >0y 0, € S*1(1). Entonces,

B(0,R)* = {pf | p>0,0 € S" (1) y pp(0, ) <1, Vpu € [0, R, € S""'(1)} = B(0, 1/R).

Finalmente, dado z € R" — {0} tenemos {z}* = {z € R" | (z,2) <1} = H_,. O

Teorema 1.8.1 Si K € K y 0 € int(K), entonces K* € K, 0 € int(K*) y (K*)* = K.

Demostracion. Empezamos probando que K* es convexo. Sean x1,z2 € K* y A € [0,1].
Dado y € K, (Az1 + (1 — N)z2,y) = Mz1,y) + (1 — N)(z2,y) < A+ (1 —A) = 1, luego
Az1+(1—=A)ze € K* y K* es convexo. K* es trivialmente cerrado (razonar por sucesiones).

Veamos que 0 € int(K*) y que K* es acotado: Sabemos que 0 € int(K) y K es acotado,
luego existen r, R > 0 tales que E(ﬁ, r)C K C E(@, R) luego los apartados (1) y (2) de la
Proposicion 1.8.1 implican que

B(0,1/R) =B(0,R)* ¢ K* c B(0,r)* =B(0,1/r),

luego 0 € int(K*) y K* es acotado.

De lo anterior se deduce que K* € K luego (K*)* tiene sentido y estd en K. De la
definicién de polar tenemos (K*)* = {x € R" | (z,y) < 1, Yy € K*}. Por tanto, K C
(K*)*. Reciprocamente, supongamos razonando por reduccién al absurdo que existe x €
(K*)*— K. Por el Teorema 1.5.1, existe un hiperplano H, , C R™ que separa estrictamente
(incluso fuertemente) K y {z}, pongamos K C int(H,,) y (z,u) > a. Como 0e K C
int(H,_,), entonces 0 = (0,u) < a, es decir, a es positivo. Veamos que u/a € K*: Dado
y € K, dividiendo la desigualdad (y,u) < « por a > 0 obtenemos (y,u/a) < 1,Vy € K, de
donde u/a € K*. Finalmente, dividiendo la desigualdad (z,u) > « por o > 0 obtenemos

(r,u/a) > 1. Como u/a € K*, concluimos que = ¢ (K*)*, contradiccién. O

Nuestro siguiente objetivo es estudiar la relacién entre los puntos de OK* (para un
K € Kf) y los hiperplanos soporte de K. Necesitamos dos lemas.

Lema 1.8.1 Sea K € K2 tal que 0 € int(K).
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(1) Dado u € R™ — {0}, se tiene hg(u) > 0.

(2) Siue K* — {6}, entonces K C Hh_K(u)%hK(u)-

Demostracion. Como 0 € int(K), existe 7 > 0 tal que B(0, ) C K. Tomemos u € R"—{0}.
Entonces, la Figura 1.13 muestra que

hi(u) = sup{(z,u) | x € K} > <rﬁ,u> = rllul| >0,

y (1) estd probado.

Figura 1.13: hg(u) > r|ul > 0.

Para ver (2), de u € K* se deduce (z,u) < 1 Vz € K. Como u # 0, el apartado (1)
asegura que hg(u) > 0. Multiplicando por hx(u) la peniltima desigualdad tendremos

(x,hg(u)u) < hg(u) Vo € K, de donde K C Hwyu e (uy> AU €8 (2). O

Lema 1.8.2 Sea K € K} tal que 0 € int(K).

(1) Dado u € R™ — {0}, se tiene hx(u)"'u € dK* (recordemos que hx(u) > 0 por el
apartado (1) del Lema 1.8.1).

(2) Dado z € OK™, el hiperplano H, 1 es un hiperplano soporte de K, siendo z un vector
normal exterior a K en ese punto.
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Demostracion. Veamos primero que hy (u) tu € K*. Dado x € K,

(z, hg(w) ") = hye(u) "z, u) (2 he(u) ™ sg}g(x,w = hx(u)™t hy(u) = 1.

donde en (x) hemos usado que hg(u) > 0.

Para ver que hy(u) 'u € OK* razonamos por reduccién al absurdo; supongamos
hi(uw) " u € int(K*). Como 0 € int(K*) por el Teorema 1.8.1 y K* es convexo (por el
mismo teorema), entonces [0, hx (u)~'u] C K*, y los dos extremos de este segmento son
interiores a K*. Asf, existe A > 1 (préximo a 1) tal que M (u)~lu € K*. Esto quiere decir
que (z, \hx(u)"lu) < 1 Ve € K, o equivalentemente, (x,u) < hK)\(u) < hg(u) Vo € K.
Esto contradice que H, j,, () €s un hiperplano soporte de K. Por tanto, hi(u)~tu € OK*
y el apartado (1) esta probado.

Observacién: El argumento del iltimo pdrrafo aplicado a z = hx(u) ™ 'u prueba que si
H. 1 es un hiperplano soporte de K (siendo z € K* — {0} ), entonces z € OK*.

Para el apartado (2), tomemos z € 0K*. Notemos que z # 0 porque 0 € int(K™), luego
el hiperplano H; tiene sentido. Como z € K™, tenemos K C H_, luego para ver que
H 1 es un hiperplano soporte de K con z vector normal exterior a K, basta probar que
KnNH,; # 0. Por reduccién al absurdo, supongamos que K N H, 1 = . Asi, (z,z) <1
Vz € K. Por compacidad de K, existe g € K tal que (z,z) < (xg,2) (< 1), Vx € K.
Ademés, 0 = (0, ) < (zo, z) (la desigualdad estricta se tiene porque 0 € int(K)).

Zo

Dado z € K, (2, ——~—2z) <$’ZZ> < 1. Por tanto, ﬁzEK*. Como 0 € K* y K* es
Ozz>
>z]CK*.ComoOEint(K),#zEK*yzE[O, L2),

<£E0,Z> <"EO»Z>
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el Lema 1.1.3 asegura que z € int(K™), lo que contradice que habiamos supuesto z € 0K*.
Esto termina la demostracion del Lema. O

Ya podemos enunciar la relacién que buscadbamos entre los puntos de K™ y los hiper-
planos soporte de un convexo K € K:

Teorema 1.8.2 Sea K € K} tal que 0 € int(K). Entonces, 2 € OK* si y sdlo si H, 1 es
un hiperplano soporte de K, siendo z un vector normal exterior a K.

Demostracion. Por el apartado (2) del Lema 1.8.2, basta probar la condicién suficiente.
Supongamos que H 1 es un hiperplano soporte de K, con z € R" — {6} Como z es un
vector normal exterior a K, entonces K C H,; luego z € K *. Aplicando la observacién
en la demostracion del iltimo lema, concluimos que z € 9K ™. O

Definicién 1.8.2 Sea K € K y € OK. Por el apartado (1) del Teorema 1.4.1, existe un
hiperplano soporte de K en z. Diremos que = es un punto regular si el hiperplano soporte
de K en z es tnico (en caso contrario, z se dice un punto singular).

Dado K € Kiy y u € S"=1(1), diremos que u es un vector normal regular exterior a K
si F(K,u) = H(K,u)NK = Hy p,, ) N K se reduce a un punto: F(K,u) = {x(u)}. Por la
Definicién 1.6.2, u € S*~1(1) es vector normal regular exterior a K si y sélo si x(u) € 0K
es un punto expuesto.

Figura 1.14: Izquierda: x € 0K es singular, pero todos los demds puntos de K son
regulares. ug no es vector normal regular exterior a K, pero todos los demés vectores u
son normales exteriores regulares a K. Derecha: En el caso 0K diferenciable con curvatura
positiva, z € K es un punto regular y el vector normal unitario u a 0K en x es un vector
normal regular exterior a K.
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Supongamos que K € K3 tiene por frontera una superficie diferenciable. Si H es un
plano soporte de K en un punto z € 0K, entonces H es el plano tangente afin a la
superficie 0K . En particular, H es Unico, o equivalentemente, x es un punto regular. Esto
puede generalizarse a K = B(zg, R) C R" o a cualquier convexo compacto cuyo borde es
una hipersuperficie diferenciable compacta de R™ (Figura 1.14 derecha).

En el ejemplo del parrafo anterior, todos los puntos de K son regulares y si la curvatu-
ra de Gauss de K es positiva, entonces todos los vectores u € S?(1) son vectores normales
regulares exteriores a K (porque la aplicacién de Gauss N: 0K — S?(1) es un difeomor-
fismo y todos los puntos de 0K son de tipo eliptico). Ninguna de estas dos propiedades
son ciertas para un K € K general: los vértices de un poligono en R? no son regulares, y
los vectores unitarios normales exteriores a los lados del poligono no son regulares. Pero
veremos que si K € K, entonces el conjunto de puntos singulares de 0K y el conjunto de
vectores normales exteriores a K no regulares son, en cierta forma, “pequenos”:

Teorema 1.8.3 Sea K € Kfj. Entonces:
(1) El conjunto {z € OK | x es regular} es denso en OK.

(2) El conjunto {u € S*Y(1) | u es un vector normal reqular exterior a K} es denso en

SP1(1).

Demostracion. Para el apartado (1), tomemos z € 9K y § > 0, y veamos que existe x € 0K
regular en B(z, ). Elegimos y € int(K) NB(z,/3) y sea 1o = sup{r > 0 | B(y,r) C K}
(este supremo existe y es un méaximo, por ser K compacto). Notemos que:

» 79 < d(y, 2): en caso contrario, tomando € € (0,79 —d(y, 2)) tendriamos B(y, d(y, )+
g) C K luego z € int(K), contradiccion.

» Por ser 79 un méximo, existe z € dB(y, ro) N OK.

Veamos que = € B(z,0): d(z,2) < d(z,y) + d(y,2z) = ro + d(y,2) < ro + §. Como
ro < d(y,z) < g, entonces d(z, z) < 1o + g < 2% < 4. Por tanto, z € B(z, 6).

Veamos ahora que x es un punto regular de 0K: Si H es un hiperplano soporte de
K en x, con K C H™, entonces B(y,70) C K C H™ y v € H N dB(y,ro), luego H es
un hiperplano soporte de B(y, o). Por la observacién del pentltimo pérrafo antes de este
teorema, H debe ser el hiperplano tangente a S~ !(y, ) en x, luego H es tinico; esto nos
dice que x es un punto regular de 0K, y (1) estd probado.

Para el apartado (2), tras una traslacién de K en R™ podemos suponer que 0e int(K).
La clave del argumento esta en la siguiente

Afirmacién 1.8.1 Sea K € K} con 0 € int(K). Entonces, u € S*" (1) es un vector
normal singular exterior a K si y sélo si z = hx(u)~!(u) es un punto singular de OK*.
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N
K 5/3

Demostracion de la Afirmacion 1.8.1. Primero notemos que hg(u) > 0 por el apartado
(1) del Lema 1.8.1, y que z € OK™ por el apartado (1) del Lema 1.8.2.

Siu € S*71(1) es un vector normal singular exterior a K, entonces F(K,u) contiene
més de un elemento. Como F(K,u) = H(K,u)N K es convexo, entonces F'(K,u) contiene
un segmento I no trivial. Tomemos un punto z; € I (en particular, z; # 0 ). Asi, {z1} C
I C K luego los apartados (1) y (3) de la Proposicién 1.8.1 aseguran que

(1.18) KrcI"c{an} =H,

21,10

Vz1 € 1.

Por otro lado, I C F(K,u) C H(K,u) = Hy () = H.1 (porque z = hg(u) " u), luego
(z1,2) =1V2z €1, es decir

(1.19) S thl, Vz € 1.

Por el apartado (1) del Lema 1.8.2, z € 0K™. De (1.18) y (1.19) deducimos que H, 1 es un
hiperplano soporte de K* en z, Vz; € I. Como I no se reduce a un sélo punto, concluimos
que el hiperplano soporte de K* en z no es tnico, luego z es un punto singular de 0K*.
Supongamos ahora que z = hx (u)~!(u) es un punto singular de OK* (z estd en OK*
por el apartado (1) del Lema 1.8.2). Asi, existen hiperplanos soporte distintos de K* en
z, que podemos escribir de la forma H,1,H,1 C R", con v # w en R" — {6} ya que
z#0porser zc dK*y 0 e int(K*) por el Teorema 1.8.1. Este mismo teorema nos dice
que K* € K§ luego podemos aplicar el Teorema 1.8.2 a K™ y a sus hiperplanos soporte
H, 1, H, 1 para concluir que

(1.20) v,w € J[(K*)*] = 0K,

donde en la tdltima igualdad hemos usado de nuevo el Teorema 1.8.1. Por otro lado, como
H,1 es un hiperplano soporte de K* en z, tenemos 1 = (v,2) = (v, hx(u)"(u)), luego
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(v,u) = hg(u), es decir, v € H(K,u). Andlogamente, w € H(K, u). Esto junto con (1.20)
implica que v,w € F(K,u), luego u es un vector normal singular exterior a K, y la
afirmacion estéa probada. O

Veamos ya la demostracion del apartado (2) del Teorema 1.8.3: Consideremos las apli-
caciones
¢: S"I1) — OK* Y OK* — S"(1)
U b (u) lu =z z ﬁ
Notemos que ¢ tiene sentido por el apartado (1) del Lema 1.8.2, y 1) tiene sentido porque
0 € int(K) (Teorema 1.8.1). Veamos que ¢, 1) son inversas:

[l

— -1 _ hK(u)_lu _ n—1
donde hemos usado que hg(u) > 0. Dado z € 0K*,
z 1 z 1 z 1
(#o¥)z) =9 <”Z”> a hi <L> W a Supe g (K, ﬁ> W Bl Supe e (K, Z>Z.

Como z € OK*, H, es un hiperplano soporte de K por el Teorema 1.8.2, luego (k, z) <1
Vk € K con igualdad en al menos un punto de K, donde H i sea hiperplano soporte de
K. Por tanto, el supremo que aparece en el iltimo denominador es 1, y deducimos que
(po)(z) =2z Vz € OK*. Asi, ¢, 1 son aplicaciones inversas.

Tomemos r > 0 tal que B = B(0,r) C int(K*). Por la Nota 1.2.2, la aplicacién
F = (p@) lorcs: OK* — S"1(r) = OB es un homeomorfismo. Como v es la composi-
ci6n de F' con la homotecia de R™ en si mismo de razén 1/r, concluimos que % es un
homeomorfismo. Por el apartado (1) de este teorema aplicado a K* € K, el conjunto
{z € K™ | = es regular} es denso en OK*. Como la densidad se conserva por homeomor-
fismos, ¥ ({x € OK* | = es regular}) es denso en S"~!(1). Finalmente, la Afirmacién 1.8.1
asegura que

Y({x € OK* | z es regular}) = {u € S""!(1) | u es un vector normal regular exterior a K},

lo que termina la demostracién del teorema. O

Nota 1.8.1 Puede probarse que la medida de Hausdorff (n — 1)-dimensional del conjunto
de puntos singulares de 9K es cero, para cualquier K € K3. Como 9: OK* — S"71(1)
es Lipschitziana (1) es composicién de pg con una homotecia, y pg es Lipschitziana por el
apartado (3) de la Proposicién 1.2.2), entonces lleva conjuntos con medida de Hausdorff
(n — 1)-dimensional cero en conjuntos con medida de Hausdorff (n — 1)-dimensional cero.
Por tanto, la medida de Hausdorff (n—1)-dimensional del conjunto de los vectores normales
unitarios normales singulares exteriores a K también es cero, para cualquier K € Kj.
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1.9. Teorema de Helly y consecuencias

Teorema 1.9.1 (Helly, 1921) Sea A una coleccion de k conjuntos converos de R™, k >
n+ 1. Supongamos que para cualesquiera Ay, ..., Ap+1 € A se tiene AN ...N A1 # Q.
Entonces, NacaA # Q.

Demostracion. Por induccién sobre k. Si k& = n + 1, el resultado es trivial. Supongamos
que kK > n + 1 y que el teorema es cierto para toda famillia de k — 1 convexos de R".
Tomemos una familia A de convexos de R™ cumpliendo la hipétesis del teorema. Dado
i=1,...,k, sea A; = A— {A;}. La nueva familia A; satisface la hipdtesis del teorema,
va que A la satisface. Como A; tiene k — 1 elementos, podemos aplicarle la hipdtesis de
induccién, es decir

() A#0.
AG.Ai
Tomemos ahora z; € Naca, A, paracadai = 1,...,k. Consideremos el sistema homogéneo
de n + 1 ecuaciones lineales con incognitas ay,...,a; € R:
k k
(1.21) Y aiwi=0, Y =0
i=1 i=1
Como k > n + 1, existe solucién no trivial al sistema, (a1,...,ax) # (0,...,0) (en par-
ticular, x1,..., 7, son afinmente dependientes en R™, por el Lema 1.1.2). Reordenando,
podemos suponer que aq,...,as > 0, agi1,...,0, < 0 para cierto s € {1,...,k}. Como

0<— Z,’f:sﬂ a; = y_i_, «;, tiene sentido definir

k
1 = 1
(1.22) Yy = s Z ;5 = I (— Z ai:ci>
Zi:l i . - Zi=s+1 &

i=s+1

-~
comb. lineal convexa de x1,...,2s comb. lineal convexa de xsy1,..., Tk

Para cada i = 1,...,s, ; € A— {4A;} C Asy1 N ...N Ag, luego por convexidad y €
Ast1N...NAg. Paracadai =s+1,...,k, z; € A—{4;} C A1 N...N A, luego por
convexidad y € A1 N...N A,. Por lo tanto, y € Nac4A. O

Corolario 1.9.1 (Lema de Radon, 1921) Sean x1,...,x; € R", k > n+ 2. Entonces,
existe una particion A, B de {x1,...,z} de forma que conv(A) N conv(B) # Q.

Demostracion. Como el nimero méaximo de puntos afinmente independientes en R™ es n+
1, los puntos z1, . .., z; son afinmente dependientes. Por el Lema 1.1.2, existen a1, ..., qp €
R no todos nulos tales que (1.21) se cumple. Siguiendo el razonamiento de la demotracién
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del Teorema de Helly desde ese punto (y con la misma notacién), (1.22) implica que
definiendo A = conv({z1,...,2zs}), B = conv({Zs41,...,x}) se tiene conv(A)Nconv(B) #
Q. m)

En Lema de Radon es la generalizacién de una propiedad obvia en R?: si tenemos 4 puntos
en el plano, entonces es posible distribuirlos en una de las dos siguientes opciones:

s A = los vértices de un tridngulo y B = el cuarto punto, o bien
s A = los vértices de un segmento y B = los vértices de otro segmento,

de forma que en el primer caso, el cuarto punto estd en el triangulo, y en el segundo
caso, los dos segmentos se cortan. El primer caso es cuando la envolvente convexa de los
cuatro puntos es un tridngulo, y el segundo caso es cuando esta envolvente convexa es
un cuadrildtero (o un segmento). Cabe destacar que el Lema de Radon es equivalente al
Teorema de Helly, y que ambos son pilares fundamentales de la geometria combinatoria.

Corolario 1.9.2 Sea A una coleccion finita de conjuntos convexos de R™. Sea C C R™ un
convezo tal que para cualesquiera Ay, ..., Ant1 € A, ezistet € R™ tal que (C+t)NA; # O,
Vi=1,...,n+ 1. Entonces, existe z € R" tal que (C+2)NA# D, VA € A.

Demostracion. Consideremos la familia de convexos F = {A—C | A € A} (la convexidad
se deduce del apartado (3) de la Proposicién 1.1.1). Veamos si F cumple las hip6tesis del
Teorema de Helly: Sean Ay, ..., A,+1 € A. Por hipdtesis, existe t € R™ tal que (C+t)NA; #
@ Vi =1,...,n+ 1. Por tanto, podemos elegir z; € A;, ¢; € C tales que z; = ¢; + t,
Vi=1,...,n+1As{,t =2;,—¢; € A;—CVi=1,...,n+1luego t € N1} (A;—C). Por el
Teorema de Helly, existe z € Ngca(A — C). Finalmente, dado A € A tenemos z € A — C
luego Ja € A, ¢ € C tales que 2 =a — . Asi, d + 2z € Aluego (C+2)NA#Q. O

En el Teorema de Caratheodory (Teorema 1.1.1) se obtenia que todo punto de conv(A)
es combinacién lineal convexa de a lo sumo n + 1 puntos de A si A C R™. A continuacién
rebajaremos en 1 la longitud de la combinacién lineal convexa, supuesto que el nimero de
componentes conexas de A no supera a n.

Teorema 1.9.2 (Extension del Teorema de Caratheodory) Sea A C R"™ un sub-
congunto con r < n componentes conexas. Entonces, todo punto de conv(A) es combinacion
lineal convexa de, a lo sumo, n puntos de A.

Demostracion. Sea y € conv(A). El Teorema de Caratheodory nos asegura que existen
x; € A, i =1,..., k, afilnmente independientes, tales que y = Zle Aixi, con \; > 0 Viy
Zle A; = 1. Como los z; son afinmente independientes, tenemos £k <n+ 1. Sik <no
bien algin \; es cero, entonces y seria combinacién lineal convexa de a lo mas n puntos
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de A, que es lo que deseamos probar. Por tanto, podemos suponer que k =n+1y A; >0
Vi=1,...,n+ 1. Trasladando A, podemos suponer que y = 0. Paracadai=1,...,n+1
definimos

x; = —xy, T; = cono de vértice 0 y base conv({z],..., 2}, ..., 2}, 1 }).

Figura 1.15: Caso particular n = 2: la demostracién consistird en encontrar un punto
x € A en el segmento [0, —z3]; esto implicard que 0 se escribe como combinacién lineal
convexa de 2 puntos de A (z y x3).

Observamos que:

n+1 n+1
Ty= Q> wiah [y =050, int(T3) = 4> pja |y >0Vj o,
j=1 j=1
j#i j#i
n+1
oT; = Zujx;- | j > 0Vj y algin p; es 0
j=1
J#i
Veamos que z; € int(7}) Vi: Como y = 0, tenemos 0 = Z?Ll Az = <Z?fll )\jac]) + \izi,
J#i
de donde z; = /\i Z;fll )\jx;. Como A; > 0 para todo j = 1,...,n + 1, deducimos que
LA

x; € int(Ti).
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Ahora veamos que R" = "HT Como z1,...,z,4+1 son afinmente independientes,
conv({z1,...,Tnt1}) €8 un n-sunplex en R™. Como 0 = Z”H Ajxj con todos los A; > 0,
deducimos que 0 € int(conv({z1, ..., Tn11})). Asi,

0= —1Rn(6) € —1gn [int(conv({z1,...,Tnt1}))]

= int(conv({—x1,..., —xpy1})) = int(conv({z], ..., 2, })).

Lo anterior implica que el cono sobre el n-simplex conv({z},...,z;_}) es todo R". Pe-
ro dicho cono es la unién de los conos sobre las n + 1 caras del n-simplex, que son
conv({z},...,,2},..., 2, 1}), Vi = 1,...,n + 1. Por tanto, el cono sobre la cara an-
terior es T;. Es decir, R" = ”HT Notemos que este mismo argumento prueba que

int(73) Nint(T;) = O Vi # j.

Supongamos que Vj € {1,...,n + 1} se tiene AN IT; = @. Como R* = UM]'T},
tenemos A C U int(T;). Como z; € ANint(7T;) para cada j y int(7;) Nint(7;) = O
Vi # 4, tendrlamos que A tiene al menos n + 1 componentes conexas. Esto contradice la
hipétesis sobre el nimero de componentes conexas de A. Por tanto, existe j € {1,...,n+1}
tal que ANJT; # O.

Finalmente, del parrafo anterior tenemos que reordenando los indices si fuera necesario,

existe un punto z € AN ITy. Asi, x = Z;LJFQI MJ:U con p; > 0 Vj y algiin p; es cero. De
nuevo reordenando los indices 2,...,n podemos suponer pus = 0, es decir, x = Z?E ,u,J
Por tanto,
1 n+1 n+1
_ 1%4—2;1-3:’ Z,u a:—i—a: =0
+1 3 L3 T ~ntl i 5) )
1+ Z;L 3 Mj i 1 + Zn Hj o\ j=3
comb. lineal convexa de z,x3,...,Tpt1 € A

con lo que hemos escrito 0 como combinacién lineal convexa de n puntos de A. Esto
termina la demostracién. O

1.10. Poligonos, poliedros y politopos

Dentro de la familia de conjuntos convexos en R", la famila mas sencilla son los poli-
topos. Este concepto es la generalizacién a n dimensiones del concepto clasico de poligono
convexo en R? o de poliedro convexo en R3.

Definiciéon 1.10.1 Un politopo en R™ es la envolvente convexa de una cantidad finita de
puntos.
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Por el apartado (4) de la Proposicién 1.1.3, todo politopo es compacto. Asi, tenemos
{politopos en R™} C K". Veremos que en cierta topologia sobre K", el conjunto de poli-
topos es denso en K". Esto nos permitird probar propiedades para convexos probandolas
para politopos y viendo la continuidad de la propiedad respecto de la topologia anterior.

Teorema 1.10.1 Sea A C R™ un conjunto acotado que se escribe como interseccion finita
de semiespacios cerrados. Entonces, A es un politopo (el reciproco es cierto, ver Ejerci-
cio 22).

Demostracion. A es convexo, por ser interseccién de convexos (apartado (1) de la Pro-
posicién 1.1.1). A es cerrado, por ser interseccién de cerrados. Como A es acotado por
hipétesis, entonces A es compacto. Por el Teorema 1.6.4, A = conv (extr(A)), donde
extr(A) es el conjunto de puntos extremos de A (Definicién 1.6.1). Si probamos que
extr(A) es finito, entonces conv(extr(A)) serd por definicién un politopo de R", y como
A = conv (extr(A)) = conv (extr(A)) habremos terminado. Veamos entonces que extr(A)
es finito, por induccién sobre dim A.

Si dim A = 1, entonces A = [a,b] C R™ con a < b luego extr(A) = {a, b}. Supongamos
que extr(A) es finito siempre que A C R™ es un conjunto acotado que se escribe como
interseccion finita de semiespacios cerrados con dim A < k— 1, y sea A C R"™ un conjunto
acotado que se escribe como interseccién finita de semiespacios cerrados, con dim A = k.
Por hipétesis, A = Hf N...N H donde cada Hj es un semiespacio cerrado de R",
bordeado por un hiperplano H;. Asi,

(1.23) extr(A) COAC HiU...UHp,.

Por otro lado, como cada H; es un semiespacio soporte del convexo A, el Lema 1.6.1
asegura que

(1.24) extr(A) N H; = extr(ANH;), Vi=1,...,m.

Por otro lado, A N H; es convexo, acotado y se escribe como interseccién finita de semi-
espacios cerrados de H; = R"~! y dim(A N H;) = k — 1 luego por hipétesis de induccién,
extr(A N H;) es finito. Finalmente,

1.23) ) (1.24)

extr(A) (12 extr(A) N (UL, H;) = U, (extr(A) N H; Uit extr(AN H;),

que es finito por ser unién finita de conjuntos finitos. O
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1.11. Ejercicios.

1.

10.

11.

12.
13.

14.

Calcular la envolvente convexa en R? del conjunto

A={(z,00eR?*| —1<2z<1}U{(0,1)}.

. Sea A C R" convexo y C C OA. Probar que si A no contiene ninglin segmento,

entonces A — C es convexo.

Sea A C R™ convexo y cerrado, y p € int(A). Demostrar que si A no es compacto,
entonces existe una semirrecta R C A que parte de p.

Sea A C R"™ un cerrado convexo, y sean x,y € R™ — A tales que p4(x) = pa(y). Probar
que Yz € [x,y], se tiene pa(z) = pa(x).

. Sea A =conv({(—1,-1),(—1,1),(1,—1)}). Calcular explicitamente la proyeccién métri-

capa: R? — A.

Probar que si A C R" es convexo, entonces rel int(A) = rel int(A4) y rel int(A) = A.

. Demostrar que si A C R™ cumple que A y R” — A son convexos, entonces JA es un

hiperplano (indicacién: probar que si H, es un hiperplano soporte de A en z € 9A ,
entonces H, es también hiperplano soporte de R® — A en z, y es el Unico hiperplano
soporte tanto de A como de R® — A en x).

Sea A C R™ y H un hiperplano soporte de conv(A). Demostrar que AN H # .
Calcular todos los hiperplanos soporte del convexo de R?

A = conv ({(07 2)7 (27 1)a (27 2)}) :
i Es el hiperplano de R? de ecuacién x — 5y — 2 = 0 soporte del convexo K = {(z,y) €
R? | |z +y|+3Jy| < 1}?

Sea A C R"™ convexo. Demostrar que x € A es un punto extremo de A si y sélo si
A — {z} es convexo.

Sea A C R™ convexo. Probar que si A # exp(A), entonces A — exp(A) es convexo.

Sea A C R"™ cerrado y convexo, tal que A # () es cerrada y acotada. Demostrar que
A es compacto y A = conv(DA).

Sea A C R"™ un cerrado. Probar que para todo u € R”,

heonv(a)(u) = sup{(a,u) | a € A}.
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CAPITULO 1. CONJUNTOS CONVEXOS

. Sea A C R” cerrado y convexo. Sean z,y € R" — A tales que pa(z) = pa(y) := z.
Probar que si z,y, z son afinmente independientes, entonces z no es un punto regular
de A.

Determinar explicitamente el conjunto polar de

A = conv ({(1,0), (0,1), (=1, —1)}).

Calcular el conjunto polar del segmento de R? dado por A = [(—1,0), (0, —1)].
Sea K € K™. Probar que K* = K si y sélo si K = B(1).

Sea K € K{} tal que K = —K. Demostrar que la aplicacién || - ||x: R™ — [0,00) dada
por ||z||x = hk(x) es una norma en R", que tiene a K* como bola unidad cerrada para
dicha norma.

Calcular el conjunto de puntos y vectores regulares para el convexo

K = conv ({(0,0), (1,0),(0,1)}).

Sea K € K". Usar el teorema de Helly sobre la familia A = {%:c + K |z € K} para
demostrar que existe p € R" tal que p — %K C K.

Si probar que si A C R" es un politopo, entonces A es una interseccidn finita de
semiespacios cerrados.



