PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES

El producto escalar de dos vectores es un nimero real que resulta al multiplicar
el producto de sus médulos por el coseno del dngulo que forman si los vectores

son no nulos y cero si uno de los dos vectores es nulo.

u-v=|u|-|v|-c05r.r PSRN EA
Si UWo V son no nulos , A= uv
. > -
0 Si UL oV es el vector nulo

— - —>/—>\ ,
e Como |ul,|v|ycos(iv) son nimeros reales el producto escalar de dos vectores
es un nimero real que puede ser positivo, negativo o nulo.
e El producto escalar es nulo en el caso de que los vectores sean perpendiculares
N

u ortogonales ya que entonces cos(d V) = cos90° =0

Interpretacion geométrica del producto escalar

El valor absoluto del producto escalar de dos vectores no nulos es igual al

médulo de uno de ellos por la proyeccion del otro sobre él.

En la figura se representan dos
vectores uw yv. Al proyectar el vector
U sobre la direccién del vector v, se

obtiene el vector 04° cuyo médulo

- B coincide con la medida del segmento
QA”.
Se cumple: __ Teniendo en cuenta:
OA' P ~ A — - —

COS a:W OA'=[i]-COS « OA’=|proy de 1 sobre ¥|= ||
Entonces |u.vV| = |u].|V| cosa = |V||proy de U sobre v| = |v] . |uz]|

- - - |7'6|

|proy de u sobre v| = |uz| = H
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Ejemplo

Hallar la proyeccién del vector Y= (2, 1) sobre el vector V= (-3, 4).

Plu,v)= =[—

JE3Y

. |2-(—3)+1-4|_‘ 2
5|

Propiedades del producto escalar
1Conmutativa

u-v=v-u

2 Homogénea

k-(u-v)=(k-u)-v

3 Distributiva del producto escalar respecto de la suma en V?3
u-(vew)=u-v+u-w

4 El producto escalar de un vector no nulo por si mismo siempre es positivo.

Algunas bases especiales

Base normada Base ortogonal Base ortonormal
3 Uz 3 u;
us uz
u u
1 Uy
Vectores unitarios Vectores ortogonales o

Vectores unitarios

%l = 5] = |uz] =1 Uy Uy = Uyt = Uy. Uz = 0 y ortogonales {7,7, k}
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Expresion analitica del producto escalar

— - - . . 3 — -
Sea B = {u;,uU,, U3} una base cualquiera del espacio V° y Uy v dos vectores

cualesquiera. Como cada vector se descompone de modo Unico en funcién de los
vectores de la base, se tiene:

U=xU + YU, + ZUj y V=x"U + VU, + z Us
Aplicando las propiedades del producto escalar, resulta:
U.v=u, +yu,+ zu;)(xXuy + YU, + z'uz) =
=xx (U . U) +xy (U Uy) +xz (U U3) + yx' (U, uy) + vy (U, .u,) +
+yz (U, .uz)+ zx(Us . Uy) + zy (Uz . Uy) + z 2" (Us . U3)
Esta expresion se simplifica en el caso de que la base sea de ciertos tipos:
e Silabase B es normada (vectores unitarios)

Uy Uy = |Uq].[Uy|cos0=1=1u,. U, = Uz.U; yaquecosO=1

- - - o5 o o - o - - - o
Uqg .Uy = Up.Uq; U .U3 = U3z .Uq; Upy. U3z = Uz.Uy Ya que COS 90 =0

UV=xx"+yy +zz +xy +yx)U; . Uy)+ (xz +zx") (U, .uz) +
+t Wz +zy) W, us)

e Sila base B es ortogonal (vectores perpendiculares)
Uy .y = |ty [ty cos 0 = [ty |?; Uy 1y = |Up]?; Us .Uz = [t3)?

ﬁl .7.72 - |ﬁ1|.|ﬁ2|C0390 - O - ﬁZ'ﬁl ES {Zl .{Z3 - {i3 .7.71 -

U.v=xx|ul>+yy

ﬁzlz + ZZ, |ﬁ3|2

Si la base B es ortonormal (vectores unitarios y perpendiculares)

ﬁl.ﬁ1= Iﬁll.lﬁll(:OSO:l:ﬁz.ﬁz: '173.173
— — — — - — — — — - -
Uy .Uy = |ty [Uy|cos90 =0 = U,.U; = Uy U3 = Uz .U = Up.Uz = Us. Uy

—

Uu.v=xx+yy +zz
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PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES

El producto vectorial de dos vectores es otro vector que se designa por

U XV o™V yque se obtiene del siguiente modo:

. e - .
1° Si U y U son dos vectores no nulos y no proporcionales U X U es un vector
de:

. ‘ ‘uxv‘: ‘UHV‘SEHO&
e Modulo es igual a:

e Direccion es perpendicular a los dos vectores

S

. . o
e Sentido igual al avance de un sacacorchos al girar de U a

-

2°si =061V =061Uy U son proporcionales se tiene que 1 X v =0

Interpretacion geométrica del producto vectorial

Geométricamente, el médulo del producto vectorial de dos vectores coincide

con el area del paralelogramo que tiene por lados a esos vectores.

h -
sen « = [l - h= |v|.sena
’ El drea del paralelogramo es el

producto de la base por la altura

—

A= ‘u‘-h: ‘u‘Msenos: |uxv‘
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Propiedades del producto vectorial
1. Anticonmutativa
UXv=—([U X1U)
2. Homogénea
(k) xv=k@ xv)=u X (kD)
3. Distributiva del producto vectorial respecto de la suma de vectores
UX@+ W) =W xv)+ (U Xw)
4. El producto vectorial de dos vectores paralelos en igual al vector nulo.
V>uXxv=0

-

5. El producto vectorial U X U es perpendicular a u y ab.

Expresion analitica del producto vectorial

Sea B = {i),f, E} una base ortonormal de V3

k Aplicando la definicién de producto vectorial
j Ixj=k; Jxk=1; kxi=]
! IxT=—k; R xj=—i; Ixk=—7
Ix7=k

Siendo nulos todos los productos de un vector

consigo mismo

Sean Uy U dos vectores cualesquiera

17=x171+y172+2173 Y 1_7)=x'ﬁ1+y'172+2'1_i3

Nenina Martin Ossorio
Matematicas Il 5



Su producto vectorial serd:
Uxv=(xT+yJ+ ZE) X (xT+ yJ+ ZE) =
=xx (xXD+xy @x)N+xz (Tx E)+ yx'(Jx1)+ yy(Gx))+
+yz (Jx E)+ Zx’(EXi))+ zy'(Exf)+ 27 (k x k)
Y sustituyendo los productos entre los vectores de la base se llega a:

UxXv=yz —zy)i+ (zx' —xz)j+ (xy" — yx')E =

x Yy
Xy

Z X
z x

-

i+ |

-

VA
= |y i+ ]

vz E

Esta expresidén se puede escribir como el siguiente determinante de orden 3

A
UXV=|x y Zz
x y z
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Ejemplos

—

1.- calcular el producto vectorial de los vectores U (1,2,3)y ¥=(-1,1, 2).

/ }E 2 3+ (1 3 1 2|
UXV=123‘12_12}‘11‘
-1 1 2
- 1+5]-3k
2.-Dados los vectores - = 3-J+ k V=14 ]+k

, hallar el producto vectorial de

dichos vectores. Comprobar que el vector hallado es ortogonal a uy L

i } k 11 3 1 S -1
UXVv= -1 1:‘1 11'—‘1 1j+‘1 lk:— - 27+ 4k
1 1 1
(EXF)J_[} (-2,-2,4)(3,-1,1) =-6+2+4=0
(uxv)Llv (-2,-2,4)-(1,1,1)=-2-2+4=0
El producto vectorial de UV es ortogonal a los vectores Uy ;

g=(3,1,-1) v=(234) ,
3.-Dados los vectores y , hallar el area del paralelogramo

—

que tiene por lados los vectores Uy V.

K 1 -1
_1_‘ -

= B -1
3 4

FX;= +
> 4|’

M LY =
e I L

3 1|+ _- -~
k=7i-147+7k
4 2 3

A = p’xﬂ =72+ 14% + 72 = 2042
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Area de un triangulo

A=~ i xv]
2

Ejemplo

4.-Determinar el area del triangulo cuyos vértices son los puntos A(1, 1, 3), B(2,

-1,5)y C(-3, 3, 1).

AB - (1,-2,2) AC -(-4,2,-2)
i 7k
w=ABXAC=|1 -2 2|=
4 2 -2
=‘_2 2':'_‘1 2:}':_'_‘1 _EIE.-:D_'I:-—E,:}T—E.E
2 -2/ |4 2" |4 2
w = (0, -6, -6)

w| = \/02 +(-6)" +(-6)° =642

A= %-6ﬁ= 342 1P
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(x”,y”,2”) tres vectores libres del espacio: aplicando las expresiones analiticas
del producto vectorial y del producto escalar, se obtienen las del producto

mixto:

[

nimero real que se designa por [uU, ¥,w]y que se obtiene del siguiente modo:

U

El producto mixto de fres vectores libres del espacio V3,

Sea B={?,f,z} una base ortonormal de V3, i=(xy2), v=x,y,2) y W=

OL,W=Uu. (B x W)= (xT+ yJ+ zk).

PRODUCTO MIXTO DE TRES VECTORES

— —+ — — =+

[u,v,w = u-(vxw)

Interpretacion geométrica del producto mixto

Consideremos los vectores u, 7 yw de la

figura:

-

I, v, wll =u. @ x w)| = [ul [v"x w||cosa

Como |[d|lcosal]=h es la altura del
paralelepipedo construido sobre los
tres vectores y como |J x W| es el drea

de la base resulta:

I[i,?,w]| = Area de la base . h = V

El valor absoluto del producto mixto
representa el volumen del paralelepipedo
cuyas aristas son tres vectores que

concurren en un mismo vértice.

Expresion analitica del producto mixto

—.

CrL , L x ‘ol
(|y” . l+|Z,, x,,]+| y,,|k)=
y' oz z’ x X7y
=[x Y Z" = det(U,V,w)
g g

U, Vyw es un
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Propiedades del producto mixto
Las propiedades del producto mixto se deducen de las propiedades de los

determinantes

2. [u,v,w]= —[v,u,w|
3. [u,v,wW] =0 siysolosi, U,V y W son linealmente dependientes
4. [au,bv,cw] = abc [u,v,w]

<

5. [u+u v, W] = [U,v,wW]+ [u,v,W]

Ejemplos

—

.- Calcular el producto mixto de los vectores:
g=(2-1,3) v=(0,2-5) w={i,-1,-2)

- -+ —

i J ok
vxw=|[0 2 -5=-9-5j-2k
1 -1 -2

E-(Exﬁ): (2,-1,3)-(-9,-5,-2) = -18 + 5-6=-19

2.- Halla el volumen del paralelepipedo formado por los vectores:

3 -2 5
V:[E},E,ﬂ: 2 2 -1=91
4 3 2
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Volumen de un tetraedro

El volumen de un tetraedro es igual a 1/6 del producto mixto, en valor

absoluto.
U U Uy
1
V=Z\|v. v, ¥
611 2 3
Wy W, Wy

3.- Obtener el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos

A(3,2,1),B(1,2,4),C(4,0,3)y D(1,1, 7).

AB-(1-32-24-1)

(-2,0,3)
AC =(4-30-23-1)=(1,-2,2)

AD =(1-3,1-2,7-1)=(-2,-1,6)

2 0 3
[E},E,ﬁ} 1 -2 2/=24-3-12-4=5
2 -1 6
v-lg_2,s
6
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